Introduzione

Questo fascicolo ¢ una raccolta di parte del Corso di Esercitazioni di Istituzioni di
Fisica Teorica tenuto agli studenti del 3° anno del Corso di Laurea in Fisica negli
Anni Accademici 2001-2002, 2002-2003 e 2003-2004.

Lo scopo principale del Corso di Esercitazioni ¢ quello di preparare gli studenti
all’esame scritto di Istituzioni di Fisica Teorica. E per questo che il materiale qui
raccolto consiste in:

1. integrazioni ed approfondimenti di alcuni argomenti trattati nei Corsi di
Teoria dal Prof. Giansiracusa e dal Prof. Lombardo.

2. richiami delle formule necessarie per la soluzione degli esercizi proposti.

3. risoluzione completa di alcuni degli esercizi (opportunamente scelti) asseg-
nati nei compiti di esame degli ultimi anni. In questo senso questa raccolta
e complementare alla raccolta del Dr. Giovanni Piccitto, che si trova in rete
all'indirizzo http://192.167.0.131 /SDAF /spazioweb/piccitto/, che invece af-
fronta un numero molto maggiore di esercizi, non riportando la soluzione
completa, ma fornendo dei suggerimenti per I'impostazione della soluzione.
Si raccomanda pertanto un uso parallelo di queste due raccolte.

Si ringraziano il Dr. Giovanni Piccitto per una lettura critica del fascicolo, il Dr.
Giuseppe Angilella per la sua indispensabile consulenza con il Latex, e Filippo
Caruso per l'aiuto nella trascrizione in Latex di buona parte degli appunti.
Suggerimenti e correzioni sono sempre benvenuti.

Catania, 24 Maggio 2003
Vito Claudio Latora



Notazione. I due seguenti simboli posti ai margini della pagina:

indicano rispettivamente un passaggio delicato (spinoso) a cui fare attenzione,
e un punto in cui bisogna fermarsi a riflettere (mumble-cat).



Capitolo 1

Concetti Generali

1. Esperimenti con proiettili, onde ed elettroni. Si consiglia di leggere il capitolo 1 di
Ref.[5] Vol I11, per quella che rimane tuttora una delle piti belle ed interessanti introduzioni
alla meccanica quantistica.

2. La matematica dell’interferenza. (Vedi Ref.[5] Vol I, 29-5).

3. Complementarieta Onda-Materia e Relazioni di Indeterminazione. Gli aspetti
ondulatori e corpuscolari della luce sono mutuamente esclusivi, nel senso che ¢ impossibile
determinare attraverso quale fenditura passa ciascun fotone senza distruggere, con questa
operazione, il fenomeno di interferenza. Apportando una leggera modifica all’esperimento
di Young delle due fenditure, una modifica che consente di determinare se il fotone passa
da F} o da F5, & possibile fare vedere come la complementarieta onda-materia e le relazioni
di indeterminazione sono intimamente collegate. (Vedi Ref.[1] pag.50).

A tal proposito, consideriamo la seguente modifica all’esperimento di Young delle due
fenditure. Assumiamo che la lastra in cui sono presenti le due fenditure Fy e Fy sia
montata in modo tale da potersi muovere verticalmente, cosi da potere misurare la
componente verticale dell'impulso trasferito alla lastra (vedi figura). Consideriamo un
fotone che colpisce lo schermo, dietro le fenditure, nel punto M. Inizialmente il fotone
ha un momento p = % = % A seconda se il fotone ha attraversato F o F5 si trovera ad
avere un momento rispettivamente uguale a p; = —h—c” sin 1 oppure a p2 = —% sin 6s.
Sembrerebbe quindi che con questo dispositivo possiamo determinare da quale punto &
passato ’elettrone e nello stesso tempo osservare il fenomeno di interferenza. In realta
quello che succede & che con questo apparato non appena si determina la posizione
dell’elettrone le frange di interferenza non sono piu visibili. Per capire quello che suc-
cede dobbiamo notare che anche la lastra deve essere trattata quanto-meccanicamente.
In altri termini, se si vuole conoscere attraverso quale fenditura & passato il fotone,
I'incertezza Ap nel momento verticale della lastra deve essere sufficientemente piccola
da poter misurare la differenza tra pi e pa, ovvero Ap < |p2 — p1|; percid, le relazioni
di indeterminazione di Heisenberg implicano che la posizione della lastra & conosciuta

con incertezza Ax > —L .
= [p2—p1]
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Se si indica con a la distanza fra le due fenditure, con d la distanza del piano fenditure

dal piano schermo, e si assume che 6; e 62 sono piccoli, tramite lo sviluppo in serie
0] = %% Nell’'ultimo passaggio
si & fatto uso di 61 ~ 292 ¢ @y ~ TEU2. X\ = € & la lunghezza d’onda della luce.
Sostituendo nella relazione precedente, si ottiene Az > %. Ma % ¢ proprio la sepa-

della funzione seno si ottiene: |[ps — p1| & %|02

razione delle frange che si vuole osservare ! Quindi, se la posizione delle due fenditure
¢ definita solo a meno di un’incertezza pid grande della separazione delle frange, € im-
possibile osservare il fenomeno dell’interferenza e con cié risulta rispettato il principio
di complementarieta.

4. Pacchetti d’onda. (Vedi Ref.[1]).

5. Misure Successive. L’Hamiltoniana non dipendente dal tempo H ha autovettori |v) con
autovalori non degeneri fiw,,, cio¢ H|v) = hw,|v). Sia A un’osservabile definita dal seguente
problema agli autovalori, anche esso non degenere nello stesso spazio di Hilbert: Aln) =
ap|n). Supponiamo che inizialmente il sistema ¢ in un autostato |v) di H e supponiamo
di fare una misura dell’osservabile A. Qual & il valore di aspettazione di A e quale ¢ la
probabilita di trovare a,, come risultato della misura ? Se il valore che si ottiene nella
misura ¢ a,, e la misura viene poi ripetuta dopo un intervallo di tempo ¢, qual ¢ la
probabilita di trovare di nuovo il valore a,,, ? (Vedi Ref.[4] n. 12).

Inizialmente il sistema & nell’autostato |v) di H. Se si sceglie come base dello spazio
di Hilbert I'insieme di autostati dell’osservabile A e si sfrutta la relativa relazione
dell’identitd, si ottengono le seguenti espressioni |v) = > |n)(n|v) e, analogamente
per il bra rispettivo (v| =Y, (v|n)(n/|.



Il valor medio dell’operatore A nello stato iniziale ¢, quindi, dato da:
(W]Aly) = ZZ v’y (n/|A|n) (n|v) Zan| (n|v))?

in cui si & tenuto conto della relazione di ortonormalita degli autovettori di A: (n'|n) =
On'n- La probabilitd di trovare a., come risultato della misura ¢ quindi:

P = |(m|v)[?

Una volta effettuata la misura di A e ottenuto il valore di @, il sistema non & piu
nell’autostato |v) di H, ma nello stato |m). Lo stato, percid, evolve nel tempo secondo
lequazione di Schrédinger ih%ﬂ) = H|t) dove |t = 0) = |m). Quindi facendo agire
Poperatore di evoluzione temporale sullo stato |m), e proiettiando questa volta sulla
base degli autovettori dell’hamiltoniana, si ottiene:

It) = e *tm Ze I 1) (afm) = Ze | ) ()

Se al tempo t si fa una seconda misura di 217 la probabilitd di ritrovare a,, €, quindi,
data da:

Pl = [(m|t)]* = D e (m]p) (ulm)? Izew“ (mlu)[*?
n

6. Sistemi a due livelli: Trattazione Generale. I sistemi a due livelli rivestono un
ruolo fondamentale in meccanica quantistica, non soltanto per la semplicitd della loro
trattazione, ma anche percheé in vari casi & possibile rincondurre ad essi dei sistemi fisici
reali. Ad esempio, supponiamo di avere un sistema che ha due livelli energetici molto vicini
tra loro e di essere interessati a studiare 'effetto della perturbazione esterna sui due livelli.
Se la perturbazione ¢ abbastanza piccola si pu6 studiare 'effetto trascurando tutti gli altri
livelli energetici; tutti i calcoli verranno, percid, eseguiti in un sottospazio 2-D dello spazio
degli stati del sistema. Vediamo come si studia in generale un sistema a due livelli. (Vedi
Ref.[1] pag.405-415).

Consideriamo un sistema con hamiltoniano Ho e scegliamo come base dello spazio degli
stati i due autostati |¢1) e |¢1) di Ho. Si ha quindi: Ho|¢1) = Ei|é1), Ho|p2) = Ea|ps)
ed inoltre (¢1]¢2) = 0, (¢1]d1) = (p2[¢2) = 1. Adesso studiamo gli effetti sul sistema
di una perturbazione esterna W. La nuova Hamiltoniana & H = Hy + W. Dobbiamo
quindi determinare i due autovettori |¢+) e [)—) che soddisfano le equazioni:

Hlyp1) = Ex[¢)
Hlp-) = E-|¢-)
Nella base {|¢1), |¢2)}, Ho e W sono rappresentate dalle due matrici hermitiane:

~  E1 0 s Wi Wi
Ho = 0 FE W= Wa1  Waa

dove W11 e Was sono reali, e inoltre Wiy = Wiy,
Le conseguenze della perturbazione sono essenzialmente due:

3.
In uno spazio N-dim
un operatore
Hermitiano
ha sempre N
autovettori lin. indip.

quindi con questi si
pud formare una base
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1) Le possibili energie del sistema non sono pit E1 e F2 ma Ey ed E_.

2) ¢1 e ¢2 non sono piu stati stazionari. Se, ad esempio, a t = 0 il sistema & in ¢
vi € una certa probabilita di trovare al tempo t il sistema in ¢s. E per questo motivo
che W & chiamato coupling, visto che induce transizioni tra i due livelli imperturbati.
Per risolvere il problema agli autovalori, bisogna diagonalizzare H , rappresentata, nella
base {|¢1),|#2)}, dalla matrice

Hy = By +Wn Wiz
Wa1 Ey 4+ Waa

Si ottengono cosi i seguenti risultati:

1 1
Ey = §(E1 + Wi+ Ez + Wag) + 5\/(E1 + Wi — Ea — Wa2)? + 4|W1o|?
0 _;9 .0 2
[¥+) = cos ¢ Z|¢1) + sin ¢ 2 | o)
.0 e 0 ;o
[_) = —sin 2¢ Z|¢1) + cos € 2 |a)
dove tan 0 = 2| Wi con 0<O<m e Wi = \W12|ei¢

Ei14+Wi1—Ex—Wao

Tutti gli effetti interessanti vengono dagli elementi non diagonali di W, cioe da Wi e
Wai. Infatti se avessimo solo Wi1 e Was diversi da zero, gli autostati di H sarebbero
gli stessi di Ho, perd con energie Fi + Wi ed Ea + Waa.

Quindi per semplificare le cose poniamo W13 = Wa2 = 0. Si ottiene:

1 1
By = (B + B) & 5\/(El — E2)2 + 4|Wha?
Assumendo che Wi & fisso, e definendo:

En

N~ N~

(E1 + E»)

A

(Br — E2)

si ha B+ = En, £ /A2 4 |Wi2|?, relazione rappresentata nella figura seguente. La
dipendenza di E4+ ed E_ da FE,, consiste in un semplice shift dello zero dell’energia.
La dipendenza di Fy ed E_ da A mostra invece che 'effetto del coupling ¢ molto pid
importante quando i due livelli imperturbati hanno la stessa energia o energia simile,
e meno importante quando i due livelli hanno energia molto diversa (vedi figura).



A Energia

Delta

7. Sistemi a due livelli: Esercizio Esame 04-11-1996. Un sistema quantistico si trova

a t = 0 nello stato fondamentale della Hamiltoniana H = ﬁo +V data da
S e O 0o Vv
H(026)+(V O> con V=v2 ed e¢<0

All'istante t=0 la perturbazione viene rimossa. Calcolare allistante ¢ > 0 la probabilita
che il sistema si trovi nell’autostato dell’Hamiltoniana Hy con autovalore e.

Nella base {|#1), |¢2)} degli autostati dell’hamiltoniana imperturbata Hy, si hanno le
equazioni agli autovalori Ho|¢1) = €|¢1) e Ho|p2) = 2¢|¢p2) con

[p1) = (1) |p2) = (1)

Nella stessa base, ’hamiltoniana perturbata assume la forma:

e V

H="y o
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Per calcolare gli autostati di H dobbiamo risolvere il problema: H|i) = A|1). Risol-
vendo l'equazione det(H — AI) = 0 si ottengono gli autovalori A1 = 0 e A2 = 3e. Gli
autovettori corrispondenti (normalizzati) sono:

2 1 1 0 1 1 2 0

All’istante t = 0 il sistema si trova quindi nello stato

1 1 2 0
=5 0 TVE

Qundo la perturbazione viene spenta lo stato evolve per effetto di I:IO, ed al tempo
t > 0 il sistema si trova nello stato:

_;Ho, 1 ey 1 2 ;24 0
= h — = — h — h
‘¢t> e \¢t70> \/ge 0 + \/ge 1

e quindi la probabilitd che il sistema si trovi nell’hamiltoniana Ho con autovalore € &
data da:

1 ep 1 2 e, O 1
Pl =10 Ol ze F yfZeer O el

8. Pacchetto d’onda di minima indeterminazione: la funzione d’onda di migliore
compromesso. Determinare la forma di ¢(z) per la quale si realizza il miglior compro-
messo tra la precisione nella misura della posizione e la precisione nella misura dell’impulso.

Consideriamo una particella in moto unidimensionale. Dobbiamo determinare lo stato
9 della particella per il quale si ha:

(320 (p) = o

dove

(B2)y = V(Bx) )y = /(@) — (@3 0p)s = V{(ABP) ) = /(1w — ()3

Innanzitutto, vediamo come si ricava la relazione di indeterminazione di Heisenberg;:

h

(62) 4 (9P)w = 5

Per fare questo definiamo:

[¥=) = (& = (&)0)|¥) = (Az)[¥) W) = (b — (B)w)lv) = (Ap)|¥)



Inoltre, osserviamo che si ha la relazione:

2t (uliy) = (0lE — ), (- PlWy =ih  —  Im{galgy) =5 (11)

e la relazione:

Im (Yo [vpp) < [(Waltbp)| < N [92) |- [] [p) | = (62)4 (6p)y

nella quale si e fatto uso della diseguaglianza di Schwartz. Da queste due espressioni
si ottiene la relazione di indeterminazione di Heisenberg (6x)y(3p)y > 4.

Per avere la relazione di indeterminazione verificata in senso stretto cioé per avere
(6z)4(dp)y = L, bisogna che siano valide le due espressioni di prima con il segno di
uguaglianza. Ovvero devono essere verificate le seguenti due condizioni:

1) Im(Ya|tp) = Im (| AzlAply) = [(Y|AzlAply)| = (Y|AzAplp) =ia a €R

2 lSeaple) = (S0 (Ep) ) — (&p)l) = B(&)[)
Dalla relazione 2) si ottiene <x|(AAp)\w) = ﬁ(x|(dm)|w>, e di conseguenza (x|P|) —
pY(xz) = B(x — T)yY(x). Nella rappresentazione delle coordinate questa equazione
corrisponde all’equazione differenziale:

h d _ _
" y@) = b+ B~ %) v() (12)

la cui soluzione e&: )
]

W(z) = Ae% (p—Bz)z+ 5Bz

Ritornando alla relazione 1) si ha:

o = (| K Splp) = / do()(& — )|2) el - PIY) = ... = B6x)2  (13)

in cui 'ultimo passaggio & stato ottenuto sfuttando ’equazione (1.2).
Poiche :
ioe = (Y| AzAp|y)

ed inoltre, per ’equazione (1.1),:

(| Sadplp) = 5

si ottiene:
P
2
In definitiva dalla (1.3) si ottiene:
h h
6 2 =7 — — =1 = 7—
Blow)y ) p Z2(6x)12p Y a2

dove si & definito a® = 2(dz)3,.
Riprendendo la funzione d’onda trovata prima ed usando questi ultimi risultati, si
ottiene:

— AeklG=B0)0+5p2%) _ g de k(-B) (03— %) = 5y (27 20z 427 —5?)
P(x) = Ae = AerP’e e 2a
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e raccogliendo le costanti
x—T) 2

i
w(l') = BenPe 2a2
In tale espressione la costante B ¢ determinata dalla condizione di normalizzazione
ed & pari a B = \/% Riassumendo, la funzione d’onda per la quale si realizza il
Ta .. . . .. . . . .
miglior compromesso tra la precisione di misura della posizione e la precisione di misura

dell’'impulso & rappresentata da una gaussiana:
- 2
i _ a-s
2(82) 4

Y(x) = [2n(67)2) TehPre
Analogamente nello spazio degli impulsi si trova:

i — _P=D_
Y(p) = [27r(5p)i]_%e—ﬁxpe 2(p)y



Capitolo 2

Buche di Potenziale

1. Formule Utili
Si consideri una buca di potenziale a pareti infinite tale che V(z) = 0 per 0 < z < L e
V(z) = 400 per x <0 e & > L. Le autofunzioni e le autoenergie rispettive sono date da:

[2 . nmx n?m2h?
¢n(x) = Z SID(T) En = W n = 172,37 (21)

2. Distribuzione di impulso in una buca di potenziale a pareti infinite. Una parti-
cella si trova in uno stato stazionario di una buca di di potenziale infinita di larghezza a
(cioe V(z) =0 per 0 < x < a e V(x) = oo per i restanti valori di x).

a) Calcolare e disegnare la distribuzione in momento P(p). Mostrare che per grandi energie
i risultati che si ottengono sono in accordo con il limite classico.
b) Calcolare < p >, < p? > e dp.

In una buca di potenziale a pareti infinite, lo spettro dell’energia ¢ quantizzato con

. 2 252 . . . . .
autovalori B, = 2 ;ng e con le rispettive autofunzioni ¢,, = \/gsm% Per calcolare

2
la distribuzione di probabilita dei momenti, bisogna prima ottenere ’espressione per
la funzione d’onda nello spazio degli impulsi:

onlp) = dee R, (x) =

1 [e @)
V2mh [oo
1 a i(2E g p) nwh n nmh

5\ =7 &P (F(p )+ (=1 Fp+ =)

a

L’ultima relazione & stata ottenuta utilizzando le formule di Eulero per risolvere e

semplificare I'integrale. La funzioni
sin(p )
F(p) = —2*=
Par

¢ detta funzione di diffrazione. Si pud notare che formula che ci da ¢, (p) contiene una

combinazione di due funzioni di diffrazione, la prima di queste centrata a p = "T”h e la

11
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seconda ap = . Inoltre la larghezza di queste funzioni & uguale a ? e quindi non

dipende da n. Il grafico di ¢, (p) per diversi valori di n si pud trovare a pagg. 271-273
di Ref.[1]. Dal grafico si puo osservare che per grandi energie la larghezza relativa dei
due picchi diminuisce e questi risultano centrati nei valori p = :E"T’Th, in accordo con il

_ nmh

. . . . . . 2 2,252 . .
limite classico. Infatti, classicamente, si ha: Pelass. = = ™7 o quindi:
? ’ 2m 2ma
nmh
Pclass. = +
a

Per quanto riguarda il calcolo di < p >, < p® > e dp, valgono le seguenti relazioni:

+oo
<p>n = / plén(p)|dp
2 too 2 2
<p>n = / p”|pn(p)|"dp

Si puo vedere facilmente che < p >, = 0, dal momento che si tratta di un integrale di
una funzione dispari (infatti |¢y (p)|> & una funzione pari di p essendo il modulo quadro
di una funzione pari per n dispari e dispari per n pari. D’altra parte valutare il secondo
integrale & molto pilt complicato).

Dal punto di vista dei calcoli, & invece piu conveniente valutare le quantita richieste
facendo uso della funzione d’onda nello spazio delle coordinate. Per il primo integrale
si ottiene:

N . ‘ PN
< pn >= (Pnlpldn) = /dx<q5n|x><x|p|¢)n> = —zﬁ/dwn(l‘)@%(w) =
. ¢ 2nm ., nmx nwx
:—ZHA dl’?SID(T)COS(T) =0
Per il secondo integrale si ottiene:

2

< Bt 0= (0l 160) = [ dotonlo)alilon) = ~ih [ dudi (@) 1560 =

= (63 @) oo (@i — (1) [ S6u(@) 00 ) =

a
2 NI 2N~ T
cos”(—)dx = h" —;
0 a a

e d on27?
— B2 2 20 — 2
| 1@ = 12

a

In definitiva quindi, dp, = "T’Th

3. Esercizio Esame 22-2-2002. Una particella si trova confinata nello stato fondamentale

di una buca infinita unidimensionale di larghezza 1. La buca venga portata istantaneamente
alla larghezza 21. Determinare la probabilita di transizione allo stato fondamentale della
nuova buca.

La particella si trova inizialmente in uno stato |i1) descritto dalla funzione d’onda:

wl<x>:<xw1>={ V3sin(%)  per0<z<i

0 perz <0 x>1
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Lo stato fondamentale della nuova buca [¢2) & descritto dalla funzione d’onda:
1sin(Z2 <z<
bo(x) = (x| = \/Tsm( 5) per 0 <z <
0 perx <0 z>1
L’esercizio chiede di calcolare la probabilita:
P = [(¢a|y)[*

Dobbiamo quindi valutare il seguente integrale:

21 L
(o) = ; ¢1(x)w§(x)dx:?/o sin(ﬁli)sin(%)dx

Con un cambio di variabile e facendo uso della formula seguente:

/sin(ax) sin(cx)da = sin(a —c)r  sin(a +c)x

2(a —c) 2(a+c)
Si ottiene (2|1)1) = %@ e quindi la probabilita richiesta é:
)
T Oq2

4. Esercizio Esame 28-1-2002. Una particella di massa m e carica ¢ € vincolata a muoversi
su un’orbita circolare di raggio R. Considerando il problema quantistico unidimensionale
del moto lungo la coordinata s dell’orbita, calcolare autofunzioni e autoenergie della par-

ticella e quindi il momento di dipolo magnetico della spira p ( p = area dell’orbita -
corrente).

Per calcolare autofunzioni t(s) con 0 < s < 27 e autoenergie E della particella
dobbiamo risolvere I’equazione differenziale:

con le opportune condizioni al contorno. La soluzione generica di questa equazione e
del tipo ¢(s) = Ce®™**. La quantizzazione dell’energia deriva proprio dalle condizioni
al contorno:

P(s) =¢(s+271R) Vs €]0,2m]
c

che sono soddisfatte se k = % con n =0,1,2,..., e che quindi implicano:
hn?
En - =, 1, 2,
2mR? n=0

Le rispettive autofunzioni sono del tipo:

W(s) = Ce™' i
. . . . > . 1%
Determinando la costante di normalizzazione C' di modo che [ [¥(s)]2ds = 1 si <
. In realtd in 9(s) c’&
ottiene:

1 un ulteriore fattore
+i di fase che
P(s) = e

& si determina
Vo2TR fissando il

valore di ¢ (0)
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Per calcolare il momento di dipolo magnetico u della spira, definito come prodotto
dell’area dell’orbita per la corrente, dobbiamo valutare I’espressione:

2 9

a T

dove la corrente, cioe la carica che passa nell’'unitd di tempo, € uguale a ¢ diviso per il

tempo T che la particella impiega per compiere un giro. Poiche T' = @ dove v ¢ la
velocita, si ottiene:

_4qh
M_an



Capitolo 3

Oscillatore Armonico

1. Generalita sull Oscillatore Armonico (OA).
Il piu semplice esempio di un oscillatore armonico ¢ quello di una particella di massa m
che si muove in un potenziale quadratico del tipo V(z) = 1/2kx?, cioe di una particella
che si muove soggetta ad una forza di richiamo F = —%iz) = —kx diretta lungo 'asse
delle = e verso l'origine O (x = 0). Classicamente il moto che ne risulta ¢ una oscillazione

sinusoidale intorno ad O con frequenza angolare:

L’oscillatore armonico riveste un ruolo di primaria importanza in fisica, e trova applicazioni
ed esempi nei pid svariati settori. Per capire il motivo di questa estrema diffusione basta
dire che un generico sistema nelle vicinanze di un punto di equilibrio stabile ha equazioni del
moto che in prima approssimazione, cioe per piccole oscillazioni, sono quelle dell’oscillatore
armonico. Infatti dato un generico potenziale V(z) & sempre possibile effettuare uno
sviluppo in serie di Taylor intorno ad un punto xg di minimo. Per z €]z — 0, z¢ + J[

abbiamo:
oV (x 102V (x
V(ZE) = V($0) + %h:mg (Z - fO) + §T(2n$:x° (SC - 1’0)2 =+
1 03V (z) 3
+ TR lo=ao (T — 20)” + ...

Dato che xg € un punto di minimo la derivata prima in z( € nulla e quindi il primo termine
non nullo & quello quadratico. Per § sufficientemente piccolo possiamo approssimare il
potenziale come

10%V(x)
2 Oa?
a+ %k‘(x—xo)Q (3.1)

V() |v=ao (T — 330)2

Q

V(zo) +

15
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. . . . . . 22V
e quindi il moto risulta essere una oscillazione sinusoidale di frequenza w = % ax(;) [P

A questo punto & comprensibile che sistemi fisici di varia natura si comportano come
oscillatori armonici. Segue una lista di alcuni degli esempi principali:

1) La vibrazione dei nuclei di una molecola diatomica. Infatti il potenziale di interazione
fra i due atomi ha una parte attrattiva di tipo Van der Waals ( V(r) ~ —%6), e un hard
core repulsivo a corto raggio dovuto alla repulsione fra i nuclei. Per distanze intermedie il
potenziale ha un punto di minimo legato all’overlap fra le nubi atomiche che e responsabile
dell’esistenza degli stati legati. Per piccole oscillazioni intorno a questo punto di minimo si
pud considerare uno sviluppo in serie di potenze come visto sopra ed arrestarsi al termine
quadratico.

2) La vibrazione dei nuclei atomici in un cristallo. Per semplicita consideriamo un reticolo
unidimensionale. Il nucleo i-esimo all’equilibrio occupa la posizione 2 = id, dove d ¢ il
passo reticolare. In prima approssimazione il potenziale del sistema si puo scrivere come:
Uz, 22,...) # Up+ Y, 2(x; — 29)2U{/, quindi il sistema & descritto da una serie di oscilla-
tori armonici indipendenti. In questa prima approssimazione non abbiamo considerato le
interazioni fra gli atomi, ma anche accendendo l'interazione si potra lo stesso scrivere H
come una somma di Hamiltoniane di oscillatori armonici indipendenti (questo portera al
concetto di fononi, un concetto fondamentale per la fisica dello stato solido).

3) Le oscillazioni di torsione di una molecola di etilene. L’etilene CoHy consiste in una
molecola planare costituita da un asse principale C — C. Ad ognuno dei due atomi di
carbonio sono legati due atomi di idrogeno che formano fra di loro e rispetto al carbonio
tre angoli di 120 gradi. La molecola di etilene quindi all’equilibrio sta su di un piano,
ma puo spostarsi da questa condizione di equilibrio ruotando intorno all’asse C'— C' di un
angolo a e avvertendo un potenziale di richiamo che ha un andamento del tipo V(a) =
Vo/2(1 — cos2a). Per piccole oscillazioni questo potenziale & ben approssimato da un
potenziale di tipo armonico.

4) Il campo elettromagnetico in una cavita (la radiazione di corpo nero). In una cav-
ita esistono un numero infinito di onde stazionarie detti modi normali della cavita. Il
campo elettromagnetico pud essere espanso in funzione di questi modi e dalle equazioni
di Maxwell si vede che i coefficienti dell’espansione soddisfano un’equazione differenziale
identica a quella di un oscillatore armonico con una frequenza w associata ad ogni mo-
do normale. Quindi il campo elettromagnetico & equivalente ad un insieme di oscillatori
armonici indipendenti.

. Richiami di Teoria: OA classico vs quantistico

L’Hamiltoniana di un oscillatore armonico classico e:

2
p 1 2.2
= — + -nmw’e
2m + 2
L’equazione del moto m% = —kax ha come soluzione generale: x(t) = z,,cos(wt — @)

dove z,, e ¢ sono determinate dalle condizioni iniziali. In pratica quello che succede se
consideriamo il sistema da un punto di vista classico ¢ che, una volta che abbiamo fissato
Penergia totale E (qualunque valore di E > 0 & possibile), il sistema si muove da —z,, a

T (dove x, = \/WQTIf?)? spendendo piu tempo nelle vicinanze di —x,, e di x,, poiché in
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prossimita di questi punti, che sono i punti di inversione del moto, il moto & piu lento.

Se consideriamo il problema da un punto di vista quantistico dobbiamo sostituire le vari-
abili x e p con gli operatori autoaggiunti & e p, che soddisfano le regole di commu-
taz1one [ac p} = 4h, e determinare autovalori ed autovettori dell’operatore Hamiltoniano
H= 5+ mw 232, Prima di passare al problema matematico della risoluzione del prob-
lema, quantlstlco enunciamo i risultati che otterremo in modo da confrontarli con quelli
classici:

1) Gli autovalori di H sono positivi (E > 0).

2) Non tutti i valori di energia sono possibili come nel caso classico ma solo alcuni valori ben
precisi. Si dice che lo spettro in energia ¢ discreto, e i valori consentiti sono E,, = (n+ %)hw
dove n=0,1,2,....

3) Le autofunzioni hanno una paritd ben definita, o sono pari o sono dispari. I valori medi
quantistici < & > e < p > sono uguali a zero (cosi come le medie temporali della posizione
e dell’impulso classici Zeigss € Peiass) € non cambiano nel tempo.

4) Nell’oscillatore armonico quantistico si ha effetto tunnel, cioé una probabilitd non nulla
che la particella si trovi nella regione classicamente non consentita.

5) Il numero di zeri delle autofunzioni aumenta al crescere dell’energia.
. Richiami di Teoria: il metodo operatoriale di Dirac.

Come abbiamo gia detto 1'oscillatore armonico quantistico ¢ definito dall’operatore Hamil-
toniano:

. 2 1
H= Qp—m + imwzﬁ (3.2)

dove Z e p sono operatori autoaggiunti (hermitiani) che soddisfano le seguenti regole di
commutazione [z, p| = ih.
Il problema che dobbiamo risolvere & il seguente problema agli autovalori:
ﬁ|ua > = FEulug >
-2
D 1
(

%'f' 2mw )|ua = Ea|ua >

Per fare questo utilizzeremo un metodo algebrico proposto originariamente da Dirac.
Definiamo altri 3 operatori, funzioni degli operatori Z e p:

o o= MYy D

i@ = o (m+mw) (3.3)
NI L 4
@ = 2h ( mw) (3.4)
N = afa (3.5)

i primi due, @ e a', detti rispettivamente operatore di distruzione e operatore di creazione,
sono degli operatori non-hermitiani, mentre il terzo, l’'operatore numero N, € un operatore
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hermitiano. Si prova facilmente che fra i tre operatori appena definiti valgono le seguenti
regole di commutazione:

[a,a']=1 [N,a)=-a [N,af] =af (3.6)

E possibile invertire le definizioni di a ed a' date sopra ed esprimere gli operatori &, p e
quindi H in funzione di a ed a':

i = %%«M+@ (3.7)
p = if%ﬁ(w—a) (3.8)
. U N S U |

H :fm@d+?-ﬁMN+§%meﬁ—§) (3.9)

Abbiamo quindi trovato un’importante relazione fra operatore numero N ed H che ci
permette di trasformare il problema della determinazione degli autovalori ed autovettori di
H nel problema della determinazione degli autovalori ed autovettori dell’operatore numero.
Infatti ’equazione:

Nln >=n|n >

implica:
Hin >= hw(n + )|n>

Risolviamo quindi il problema agli autovalori per N. Per prima cosa si prova, utilizzando
le regole di commutazione fra @, a e N, che valgono le due seguenti relazioni:

N@afln>) = (n+1)@af|n>)
N(aln>) = (n—1)(an>)
Questo significa che se [n > & un autostato di N con autovalore n, allora a |n > & autostato
di N con autovalore n+1, e a|n > & autostato di N con autovalore n — 1. Comprendiamo
adesso il motivo per cui gli operatori a' e @ sono stati nominati operatori di creazione e
di distruzione: perche rispettivamente creano o distruggono un quanto di energia hw. In
pratica abbiamo:
a'ln> o« In+l1>=cin+1>
in> x |[pn—1>=con—1>

Le costanti ¢1 e cg si ottengono dalle condizioni di normalizzazione degli stati |n >:

alln> = Vn+1|n+1> (3.10)
an> = Vnn—1> (3.11)

A questo punto si prova (noi qui non daremo la dimostrazione), che n ¢ un numero intero
non negativo e che sia il ground state che gli altri stati sono non degeneri.
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L’autostato |0 >, che soddisfa la relazione @ [0 >= 0 e quindi N [0 >= 0, & lo stato
fondamentale di H con energia Fy = %ﬁw Tutti gli altri autostati possono essere ricavati
applicando iterativamente un numero n di volte l'operatore di creazione af a [0 >. Si
ottiene:

1> = afjo>
af (af)?
2> = —/|1 |0 >
V2 V2
af (at)3
3 = —|2 0
|3 > \/3\ > Ve |0 >
~t\n
In> = (@) [0 >

dove |n > & 'autostato di H con energia E, = (3 +n)hw.

Passiamo adesso a ricavare le autofunzioni w,(z) =< z|n >. Al solito procediamo in
maniera iterativa a partire da ug(z) =< 2|0 >. Consideriamo la relazione che definisce il
ground state: @ |0 >= 0. Moltiplicando a sinistra per < z| otteniamo:

a05=0= /" <upr Lios [T D
<zlal0 >=0 = 5% <w|x+mw|0>— 5T (m+mwdx)<x|0>

L’equazione da risolvere per determinare ug(x) ¢ quindi un’equazione differenziale del
primo ordine:

d
(x + :COQ%)UO(:C) =0 zo? = —

La soluzione, considerando anche il corretto fattore di normalizzazione, é:

1 _ 1oz 2 mw i _1lmw,2
Uo(ff):me 3G5) :(—) e 1% (3.12)

A questo punto le altre funzioni d’onda possono essere ricavate in maniera iterativa da
uo(x), con delle semplici operazioni di derivazione. Infatti ripetendo esattamente gli stessi
argomenti adoperati sopra si ottiene:

1 2d 4 mw 3 1/4 _lmw,2
\@( m)““”“")—[w(ng)] ret

us(z) = <2 >= % < z|(ah)2[0 >= % (\/%%)2 <x - xOQCZC)QuO(z)

i (an) (=) ot

Le funzioni d’onda date sopra sono perfettamente normalizzate cio¢ abbiamo [ j:oo |up (2)|2de =

u1 () <zl >=<2z[a'|0 >=

<
3
=
|
A
8
3
v
I

1. 1l modulo quadro della funzione d’onda |u,(z)|? ci da quindi la probabilitd P(z) di
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trovare la particella al punto x. Questa probabilita € Vn una funzione simmetrica rispet-
to all’origine (come & giusto che sia data la simmetria del potenziale). Inoltre per valori
grandi di n, si pué provare che I'inviluppo di questa distribuzione di probabilitda ha un an-
damento molto simile alla distribuzione di probabilita classica, che, come dicevamo prima,
¢ massima nei punti di inversione del moto —z,, e di x,,. Quindi per grande valori di n si
ottiene il limite classico: la meccanica quantistica da risultati in accordo con quelli classici.
Utilizzando P’espressione di & e di p in funzione di @ e a', e conoscendo come questi ultimi
operatori agiscono sugli stati |n > si possono calcolare i valori medi:

<nZln> = 0 (3.13)
<nlpln> = 0 (3.14)
<ulifln> = (et g) (3.15)
n|z*|n = (n+2-)— .

2" mw 7

1
<n|p’ln> = (n+ 3)mhw (3.16)

e quindi:
(6x)2 = < n|@%n > — <nl|ijn >*= (n + 1)i (3.17)
n 27 mw
1
(6p)2 = <nlp*ln > — < nlpjn >*= (n + i)mhw (3.18)
1

(02002 = P+ 5) (3.19)
In particolare usando la definizione di z data prima, z? = %, si ottiene: (6x)2 =

(n+ %)xOQ. Adesso si capisce il significato fisico della quantita zg = \/% che puo essere
interpretata come la dimensione spaziale tipica dell’oscillatore quantistico: in particolare
nel caso del ground state si ha: (dz)p = \/gxo.

Inoltre, sempre nel ground state, otteniamo: (dz)(dp)o = %, cioe il ground state & uno
stato per cui valgono le relazioni d’indeterminazione nelle condizioni di indeterminazione

minime, e questo ¢ dovuto proprio al fatto che la funzione d’onda del ground state ha una
forma gaussiana.

. Richiami di Teoria: Risoluzione dell’equazione differenziale

L’equazione di Schrodinger stazionaria per l'oscillatore armonico unidimensionale rapp-
resenta uno dei pochi casi che si sa risolvere esattamente. Il potenziale dell’oscillla-
tore, come abbiamo gid visto, & dato da V(x) = %muﬂfcz e l'equazione agli autovalori
dell’hamiltoniano, H|u) = E|u), nella rappresentazione delle coordinate, ha la seguente
espressione:

[_%E + 5w 2 z|u) = E{z|u) (3.20)
Introducendo la variabile { = f—o =/ x, dove g = %, I’equazione assume la forma

pit semplice: ,
d 2F
T@U(C) - ¢Clu(¢) =0 (3.21)
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Nel risolvere questa equazione, vogliamo trovare i valori di E per i quali ’equazione possiede
soluzioni regolari nei due limiti dell’intervallo | — 0o, 0o[, ovvero in modo tale che la funzione
d’onda u(¢) abbia norma finita. In generale, si dice che si sta analizzando lo spettro
discreto di un hamiltoniano quando si studiano gli autovalori F < lim, .o V(z). Nel
caso dell’oscillatore armonico unidimensionale lim, .. V(z) = 400 e quindi si ha solo
uno spettro discreto, che peraltro & definito positivo, dal momento che ’hamiltoniano & la
somma di due operatori definiti positivi.

Studiamo prima il comportamento asintotico della funzione d’onda per { — 400, per cui
I'equazione (3.21) assume la forma semplificata

d2
T@U(C) —CCu(¢) =0

Questa equazione differenziale ordinaria del secondo ordine,
ha come soluzione asintotica ,
_é
u(C) =€
(la soluzione con I’esponenziale positivo viene esclusa perche divergente). Cerchiamo quindi

2
una soluzione dell’equazione (3.21) nella forma u({) = F (C)e_%. Sostituendo questa

espressione e ponendo ($£ — 1) = 2n I'equazione differenziale per F(¢) diventa:

F' —2¢F +2nF =0

nota come equazione differenziale di Hermite. Si hanno i seguenti casi:
2

1) Se n € R, n ¢ Ny, la soluzione per { — +0o va come e<27 e quindi u(¢) va come eT e
non e accettabile perché divergente.
2) Se invece neNy , allora F(¢) si comporta come un polinomio e quindi per { — oo

2
u(¢) = F(C)e_% risulta accettabile, in quanto convergente.

In quest’ultimo caso si ha dunque % =2n+1, cioe E = (n+ %)ﬁw e le soluzioni

dell’equazione di Hermite sono i polinomi di Hermite:

o d
e? 4"

—¢2
pICRl

Fo(Q) = Ha(¢) = (-1)
In definitiva, tenendo conto della normalizzazione, le autofunzioni dell’oscillatore armonico
unidimensionale sono date da:
1 ¢2 mw

mHn(o€77 (==

. Esercizio Esame 1-10-1993 Dimostrare che per un oscillatore armonico vale la regola
di somma:

mw

un(¢) = (7 )

S (B — B < il > |2 = 1o
2m

n’

in cui |n > sono gli autostati ed E,, i corrispondenti autovalori dell’energia.
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Usando il metodo operatoriale, tramite gli operatori di creazione e di annichilazione,
possiamo scrivere 'operatore posizione come & = 4/ QL(& + dT). Dalla relazione
mw

precedente, e ricordando che d|n) = \/njn — 1) e a'|n) = /n + 1|n + 1), si ottiene:

W) = s lilalo) + e )
= \/%(\/ﬁ 6n/7n_1+\/m 6n’,n+1)

Quindi si ha:

Y (Bw = Bn)|(|2|n)|* =

n'

h

= Z(En’ - En)%[ndn’,nfl + (n + 1)5n’,n+1 +2 V n(n + 1)5n/,n716n’,n+1 =

h h 72

= (Bnor = Bu)goon (B = Bn)5 oo+ 1) = 50
6. Oscillatore carico in un campo elettrico uniforme. Studiare il problema di una
particella di massa m e carica g soggetta ad un potenziale di oscillatore armonico V(x) =
1/2mw?x? e sottoposto ad un campo elettrico uniforme e diretto lungo I’asse delle x. (Vedi

Ref.[1] pag.552).

L’hamiltoniana del sistema ¢ data da:

2
1 2.2

H =2 | 2nmws® — q¢é = Hoa — qC
2m 2
essendo W = —q(Z Venergia potenziale della particella in presenza del campo elettrico

¢. L’equazione agli autovalori si scrive, percid, )ig |1/),) = E,wl e nella rappresentazione
delle coordinate diventa:

B A1 4, )

Ponendo u = x — ﬂffﬂ I’equazione assume la forma nota di un oscillatore armonico 1D

nella coordinata u, data da

h2 d2 1 2 2 4 "o
[—%w +gmwtu [ (u) =E ¢ (u)
con E =E + 2‘11?; = (n 4 $)hw, per quanto noto dalla teoria sull’'oscillatore
armonico, e quindi E =E" - 2{1&22 =(n+ %)ﬁw — qulfz.

Per quanto riguarda le autofunzioni, esse sono le stesse dell’oscillatore armonico in

assenza di campo elettrico ma in funzione della variabile u, ovvero sono rappresentate
’

dalle funzioni d’onda ¥, (1) = ¥ (z — -25).

mw2

Perci6 il campo elettrico ha avuto solo l'effetto di creare uno shift nello spettro dei
livelli energetici e di traslare le funzioni d’onda dell’oscillatore armonico.

Questi risultati rivestono grande importanza nello studio dei fenomeni fisici, in quanto,
ad esempio, permettono di spiegare la suscettibilita elettrica di un elettrone assunto
legato elasticamente ad un atomo o ad una molecola.
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Infatti il contributo di un elettrone al momento di dipolo elettrico dell’atomo & dato
da D = gz e in assenza di campo elettrico si ha (D) = q(¢n|2|¢n) = 0. In presenza del
campo elettrico, invece, (D) = q(d)/n|£|¢ln> = qu;o dzx|¢ln(x)|2 = T‘iifz

L’effetto del campo elettrico ¢ consiste nello shift della posizione di equilibrio e quindi

si crea un momento di dipolo elettrico indotto.
D) _ _¢?
¢  mw?2?

perche l'oscillatore armonico & tanto meno facilmente deformabile quanto pit grande &
la forza di richiamo (x w?).

Si definisce, poi, la suscettibilitd come y = quantité che decresce con w

7. Esercizio Esami 28-1-2002. Qual & la probabilita di trovare un oscillatore armonico
quantistico unidimensionale di massa m e frequenza w nelle regioni classicamente proibite?
Considerare solo il caso in cui l'oscillatore armonico si trova nello stato fondamentale.

Le regioni classicamente proibite sono delimitate dai punti di inversione, al di 14 dei
quali Ienergia cinetica, quantitd definita positiva, assumerebbe valori negativi. In
formule cié e dato da

1 2F
FE = imwQacfn e Ty =

mw?
Nello stato fondamentale dell’oscillatore armonico unidimensionale l’energia ¢ data
da F = %’ e percié T, = g/%; inoltre, questo stato & descritto dalla funzione

1 mw

d’onda ug(z) = (%)ie 252 La probabilitd di trovare la particella nella zona
classicamente proibita ¢ data da

Plal > lenl =2 [ lwo@Pe = 2= [ e ay = 0157
xr ITm|) = uo(x r = —— e ! y ~ 0.
vl

Tm

8. OA in 3D. Oscillatore armonico tridimensionale isotropo in coordinate cartesiane (Vedi
Ref.[1] pag.547)

Si consideri un oscillatore armonico tridimensionale, di massa m, soggetto ad una forza
centrale F'(r) = —kr dove r ¢ la distanza da un punto O, posto all’origine del sistema
di riferimento Oxyz. )
Per questo sistema, I’hamiltoniano & H = % + %mwaQ e I'invarianza per rotazione del
potenziale V(r) giustifica 'aggettivo isotropo dato all’oscillatore in questione. Questo
aspetto ci pemette di sfruttare il fatto che lo spazio degli stati di una particella in 3D
pud essere visto come prodotto tensoriale degli spazi degli stati di una particella in 1D,
ovvero (r = (z ® Cy ® C-.
(per la definizione e le proprietd dei prodotti tensoriali vedi Ref.[1] pag. 154-156).
Sfruttando tale proprietd di simmetria del problema, possiamo scrivere I’hamiltoniano
come:

H — ﬁz + I:Iy + Hz
dove i tre operatori f{z, fIy, H. sono un’estensione in Cr del rispettivo operatore nello
spazio degli stati 1D, con espressioni

~ 2 A

A P, 1 A P, 1 A P, 1

H, = - 4 tmw?is? Hy=1v 4 fmw2g2 _ 1= 2,2
2m 2
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L’equazione agli autovalori H|¢) = E|¢) si scompone, perci6, nelle tre equazioni:
- 1
Hubb,) = (ne + D)lin,)
A 1
Hyln,) = (ny + E)hwwjnﬂ

Hefin.) = (n + D)ol

mentre gli autostati comuni ad fI, I:Iz, fIy, H. (commutanti tra loro) sono:
an,ny,nz> = |¢nx> |¢ny> |¢nz>
Quindi I'equazione agli autovalori per H dell’oscillatore 3D isotropo e data da:
- 3
H|¢nz,ny,nz> = (nw +ny +n.+ §)hw|¢nm,ny,nz> (322)

con energie E, = (n+ %)hw ed n=ng+ny+n,=0,1,2,....
ed autofunzioni

¢nm,ny,nz (1) = n, () ¢ny (¥) Yn.(2) (3.23)

Infine resta da valutare la degenerazione dei livelli energetici. Sia g, il numero dei
diversi set {ng,ny,n.} che verificano la relazione ng, + ny + n, = n. Ora fissiamo n e
diamo a n, uno dei valori 0, 1, 2, 3, ...; quindi avremo ny + n, = n — ng. Per le coppie
{ny,n.} rimangono le possibilitd {0,n —ns}, {1,n—ns —1},..., {n — ng, 0}, in numero
pari a (n —ng + 1).

Quindi la degenerazione dei livelli dell’oscillatore armonico 3D isotropo € pari a

n

gn = Z(n—nx—kl):

ng=0

(n+1)(n+2)

5 (3.24)

9. Esercizio Esame 22-2-2002. Un oscillatore armonico lineare unidimensionale di massa
m e frequenza w si trova in uno stato rappresentato dalla funzione d’onda:

U(z) = A(1 + Vaz) (%) A —aa/2 me
con A costante di normalizzazione. Determinare:

a) I possibili valori in una misura dell’energia, e la probabilita di ottenerli.

b) Il valore medio dell’energia.

c¢) La funzione d’onda al generico istante t.

d) Il valore medio della posizione al tempo t.

Suggerimento: Notare che ¥(z) & la sovrapposizione della funzione d’onda dello stato
fondamentale Wy(x) e del primo stato eccitato ¥y (z). E provare che |A]? = 2/3.
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a) Le funzioni d’onda dello stato fondamentale e del primo stato eccitato dell’oscillatore
armonico sono:

mw .2

mw 2 4 mw me o

R _ et o
e b= e

Nf=

La funzione d’onda del sistema si pué scrivere come ¢(x) = Apo(z) + %wl(az), da
cui, imponendo la condizione di normalizzazione e sfruttando l'ortonormalita delle

2
autofunzioni dell’oscillatore armonico, si ha che |A|2 + % = 1e quindi A = \/g ,

assumendo A reale. Quindi se misuro I'energia del sistema posso ottenere il valore

2
E = con probabilité |A|> = 2 ed il valore E = 22 con probabilit4 % = 3.
b)II valor medio dell’Hamiltoniana & perci6, banalmente, (H) = Zhe 4 13he — Spy,

¢)Al generico istante t, la funzione d’onda & pari a

(o) = ¢ 0 (a) = ¢ H Ly @) + T @) = e o)+ Tee HE o)

V2 V2

d)I1 valor medio della posizione al tempo ¢ si ottiene, ricordando che

L o 4
=45 — (@+a')
|21} = | —— [ ) + 0T [)] = | o (VA s + VAT T Gurnir)
2mw 2mw nn—1 nmtl
e in particolare (1|£]0) = (/52— (1-61,1) = 1/ 5.

Il valor medio & percié dato da:

(@) = /m|1/1(ac,t)|2dw = %[em/xwoxwl(az)*dx +e it /mpo(m)*zpl(m)dm] =

_ﬁ[eiwt1/i+e*iwt1/i]_g,/icoswt
V2 2mw 2mw’ 3V mw

10. Stati Coerenti: Esercizio Esame 10-9-1992. Si consideri lo stato:

ja>= e 3% G0 > (3.25)
n!
n
in cui |0 > ¢ lo stato fondamentale di un OA, a' il corrispondente operatore di creazione
di un quanto, e @ & un numero complesso. Lo stato |a > & detto stato coerente.
a) Provare che |a > ¢ autostato dell’operatore di annichilazione: ala >= aja >
b) Calcolare 'indeterminazione di posizione ed impulso nello stato |a >.

a) Per provare che |a > soddisfa la relazione ala >= ala >, tramite le relazioni
an) = vnln—1), a'ln) =vnFijn+1) e |n)= (‘?/nl'” |0}, vediamo qual & 1’azione
dell’operatore di annichilazione sullo stato |« >

N o _le? o tn e a” _la? a”
dla >=ale” 2 Zﬁ(a) [0>] =ale” 2 Z—|n>}:e 2 Z—ﬁ\n—l):

n
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1) n—1) = ala >

_lai? a” a 6_# a" !
- ;1/(71—1)!'” - ;\/(n—l)!|

b) Per calcolare I'indeterminazione di impulso e di posizione, ricordiamo che

ala) = ala) (ala’ = a™(a]
L hoo. ot . mwh
T = 2mw(a—ka) p=i 5 (@' —a)

Allora si ha:

(Pla = i\/@[a* —a] =V2mhw Im()

Per calcolare i valor medi dei quadrati degli operatori posizione ed impulso, si fa uso
della relazione di commtazione tra @ e a', ovvero [@,a'] = 1 e si ottiene

2 h

i = m(a2 +(@"? +aa' +a'a)
(#%)a = go—[a" + o® + 200" +1] = 21 [(a” +0)* +1] = 5 —[(2Re(@))’ +1]
2mw 2mw 2mw
P = f—m‘;h (6 + @h? - aa’ — ata)
(P*)a = —mTwh[oc*Q +a® —2aa" —1] = mTwh[l —(a—a")?] = mTwh[l — (2iIm(a)?)]
Quindi si ha:
— 2\ 2 h 2 2 mwh
5xa = <$ >o¢ <x>a - 2mw 6p0¢ - <p >U¢ <p>a - 2
Il prodotto dell’indeterminazioni di impulso e di posizione & percio:
h
(6za)(bya) = 5 (3.26)

E possibile apprezzare 'importanza degli stati coerenti se si osserva che i valori medi
degli operatori posizione ed impulso, calcolati in uno stato coerente, oscillano sinu-
soidalmente nel tempo, come le analoghe quantitd per 'oscillatore classico. Infatti, se
si studia evoluzione temporale degli stati coerenti, si ottiene (Vedi Ref.[1] pag.559).

iwt

PN | ‘2 n PN X
o) = e T ag) = e Y %e—%’“m >=e T la=ae ™) (3.27)
n:
n

Come si pué notare da quest’ultima relazione, lo stato coerente |ao), al passare del
tempo, evolve nello stato ape *"). Usando le relazioni precedenti per i valori medi si
ottiene

(&) qge—iwt = \/%Re(aoe%wt) (D) age—iwt = V2mhw Im(age™ ") (3.28)



Capitolo 4

Momento Angolare

1. Brevi Richiami di Teoria sul Momento Angolare.
In meccanica quantistica un momento angolare ¢ in generale ogni set di 3 osservabili
Jz, Jy, J. che soddisfano le seguenti regole di commutazione:

[Jo, Jy| =ibd.  [Jy,J.) =ihd, [J.,J.] =ik, (4.1)
Si definisce 'operatore:
~2 ~ ” ~
=0+ +J2 (4.2)
che soddisfa le seguenti regole di commutazione:
[jz,jm] = [32,jy} = [A2,jz] =0 [3273] =0 (4.3)

Poiche le componenti di J non commutano fra di loro, non sono diagonalizzabili simultane-
amente. Si cercano invece gli autostati comuni a J? e J,. Per fare questo si fa uso degli
operatori di scala definiti come

Ji=Ju +iJ, J.o=J,—iJ, (4.4)
L’operatore J2 espresso in funzione degli operatori di scala e di J. &

= J T J)+J? (4.5)

N =

Gli operatori di scala sono uno l'aggiunto dell’altro e soddisfano le seguenti regole di

commutazione:
[jz, j+] = hj+ [jz, j,} = —hjf (46)
[Jy,J_] =2hJ, (4.7)
(32,0 =13%J.1=[3%J.]=0 (4.8)
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Se si indicano con |7, m) gli autostati simultanei di J2 ed jz, si ha:

Pljym) = j(G+DRjm) (4.9)

Jzljym) = mh|j,m) (4.10)

I valori possibili di j sono lo zero, i numeri interi e seminteri positivi: j = 0, %, 1, %, 2,

mentre per j fissato i valori possibili di m sono i (25 +1) numeri m = —j,—j+1,...,5—1,7.
Si ha inoltre:

Jiliym) = h/(i—m)(G+m+1)]j,m+1) (4.11)

J_ljim) = B/ +m)(i—m+1)jm—1) (4.12)

. Momento Angolare Orbitale.

Si dice momento angolare orbitale (da distinguire dal momento angolare di spin) e si indica
con L, ogni momento angolare che ha un equivalente classico. Il momento angolare di una
particella e 'operatore:

L=#xp (4.13)

le cui componenti sono:

L,= gﬁz - 2ﬁy Ly = 2131 - .’13"}52 L, = jfﬁy - gﬁx (4'14)
e soddisfano le seguenti regole di commutazione:
(Lo, Ly =ihL. [Ly,L.]=ihL, [L.,L,]=ihL, (4.15)

Nella rappresentazione delle coordinate {|r)} = {|zyz)} gli operatori L., Ly, L, assumono
la forma seguente:

B, 0D heo 9., _ho9 9

Lo ox v 0z

(4.16)

E pit conveniente lavorare in coordinate polari (sferiche) {|rf¢)} anziché in coordinate
cartesiane {|zyz)}. L’espressione degli operatori in questa rappresentazione é:

L, 0 cosg O o g sin¢£ _EE
L, = zh(sm¢% + tan&%) L, =ih( COS¢89 + tan05¢) L, = ; 8(b(4.17)
2 2
L2 = —52(8— + L 9 L9 ) (4.18)

902 tan000 | sin?0 097
Si prova che:

L2 Y (0.6) = UI+1)R Y™ (0,0) (4.19)
L. Y"(6,6) = mhY["(0,6) (4.20)

cioe che le armoniche sferiche Y, (0, ¢) sono le autofunzioni simultanee degli operatori L?
e L., rispettivamente con autovalori [(I+1)h? e mh. Si prova inoltre che [ ed m sono interi
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con m che prende tutti i valori da —[ ad [ a passi di un’unita.
L’espressione generale delle armoniche sferiche e:

) J2r+1( ., da-m
Y™ (0, ) = (2111) N 41 El7_L:ilem(sinermw(smeﬁl (4.21)

Le armoniche sferiche per I = 0,1, 2 sono rispettivamente:

=0 Y)0,0) = — (4.22)

1=1 pa (4.23)
Y2(0, ¢) = /5 cosf
V52(0,0) = /s sin® fet?
=2 V55 (0,4) = F4/ L2 sin6 cos feti? (4.24)

Y2(0,0) =/15-(3cos?6 —1)

Fra le proprieta piu importanti delle armoniche sferiche:
e ortonormalizzazione, cioe: fozﬂ de [, sinf d6 Y;™* (0, OV (0,0) = G1pr O
e completezza [1]
e parita ben definita: dispari se [ & dispari, pari se [ & pari [1].

e vale la formula di ricorrenza (spesso utile negli esercizi):

(I+m+1)(1-m+1)_,,
(21 +1)(20 + 3) I

(I +m)(l —m)
20+ 1)(20—1)

(0,0) + Y%,(0,9)

(4.25)

cos Y, (0, ¢) = \/

3. Rotazione di una molecola biatomica Una molecola biatomica e costituita da due
atomi di massa m; > mo. Supponiamo che la distanza fra m; ed ms sia fissa ed uguale
ad r. e che quindi la molecola, a causa dell’agitazione termica, possa solo ruotare intorno
al suo CM e non vibrare.

a) Calcolare autovalori ed autofunzioni dell’energia.

b) Qual & lo stato quantistico pitt generale del rotatore al tempo .

c¢) Valutare l'elemento di matrice < Im|z[l'm’ > dove Z & 'osservabile che corrisponde alla
proiezione sull’asse z del segmento che descrive la molecola.

Si & essenzialmente seguito Ref.[1] pagg.712 e seguenti. Fare attenzione al cambio di
coordinate ed alla trasformazione del sistema in studio nel moto di una particella di
massa ridotta p che ruota a velocita w ad una distanza r. dal centro.
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4. Esercizio Esame 11-7-2000. Un rotatore rigido con simmetria assiale ha momenti di
inerzia I, = I, ed I, ed & descritto dall’hamiltoniana:

1

IA{ =
21,

1
2 2 2
dove L, 4 . sono gli operatori di momento angolare riferiti agli assi del rotatore.
a) Calcolare autovalori ed autostati dell’hamiltoniana.
b) Se lo stato del rotatore al tempo ¢t =0 & |l = 3, = 0 >, qual ¢ la probabilita che una

misura di L, dopo un tempo ¢ dia il valore /i 7

a) Si puo scrivere:

Dato che:

(1 4 1)R%|1,m)

mh|l,m)

gli autostati di H sono gli autostati |I, m) simultanei di L2 ed f/z. Gli autovalori E,n;
sono dati da

. L? 1,1 1. 5
Hl|l,m) = i'l’m>+§(i_ﬂ)Lz|l’m>
o+ 1nR* 11 1. 9.9 B
= [T i(i_ﬂ) h7J|l,m) = Emi|l,m)
b) A t = 0 il sistema ¢ nello stato |I,m) = |3,0), cio¢ in un autostato dell’Hamil-

toniana con energia E3g. Dopo un tempo At il sistema sara nello stato: [¢Y)a: =
e ¥/ME30A 3 ) Affinche una misura di L. dia il valore h allora il sistema deve
avere componenti nello stato |I,1). Ma (I,1]e”"/"F30443 0) = 0, quindi la probabilita
richiesta & uguale a zero.

Esercizio Esame 3-4-2002. Una particella si trova in uno stato rappresentato dalla
seguente funzione d’onda:

ot

U(z,y,2) = f(r)ir+z+y+2)

dove r = y/x2 + y2 + 22. Determinare quali sono i possibili risultati di una misura della
proiezione del momento angolare lungo una qualunque delle tre direzioni spaziali, e quali
sono le probabilita di ottenerli.

misurando la proiezione del momento angolare lungo una qualunque delle tre direzioni
. oo spaziali otterremo gli stessi risultati, con le stesse probabilita. Supponiamo quindi di
iuscite a provarlo 7 ) e
Riuscite cioé a misurare la proiezione del momento angolare lungo z.

misurare la proiezione
di L lungoz ey ?

Si tratta di diagonalizzare
le matrici Ly e Ly
nella base degli autostati
di L2 ed L,

* Dato che la funzione d’onda ¢ invariante per una permutazione delle variabili x, y e z,
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Esprimiamo per prima cosa la funzione d’onda in coordinate polari:

x = rsinfcos ¢
y =rsinfsin ¢
z=rcosf

Si ha:
U(r,0,¢) = f(r)r[l + sinf cos ¢ + sin O sin ¢ + cos 6]
E possibile a questo punto esprimere la parte angolare delle funzione d’onda in termini

delle armoniche sferiche. Ci bastera fare uso delle armoniche sferiche con [ = 0 ed
I =1. Vedi eq.(4.22) e eq.(4.23):

1
Yy (0,¢) = ——
Y 0,9) = — 8% sin 0e’?
Y7 H0,0) = +/ & sinfe ™"

Y(0,¢) = /2 cosf

e ' =cosp —ising
e'® =cosp+ising

Facendo uso di:

si ottiene:

W0,0) = fr [ V0.0 [ T¥00.0)+ (14 iy 20,0

R NE

Dato che la parte angolare di ¥(r, 0, ¢) contiene le armoniche speriche con m =0, —1,1,
misurando la proiezione del momento angolare lungo z posso ottenere uno dei tre
risultati: 0, —h, i, con le seguenti probabilia:

Pr—0o= 1?671'
Pph——1= %ﬂ'

4
Pm:l = §7T

Queste in realta non sono ancora delle vere probabilita perché non sono normalizzate,
infatti Piot = Pm=0+ Pm=—1+ Pm=1 = 8. Con la corretta normalizzazione si ottiene:

2
Phn—o = §1
szfl :15
Pm:1 - 3

6. Oscillatore armonico tridimensionale isotropo in coordinate polari

Vedi Ref.[1] pag.814, e confronta con i risultati ottenuti in coordinate cartesiane.
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Capitolo 5
Spin

1. Brevi Richiami di Teoria sullo Spin
Per spiegare tutta una serie di evidenze sperimentali: struttura fine delle linee spettrali,
effetto Zeeman anomalo (un atomo in un campo magnetico uniforme), esperimenti di
tipo Stern-Gerlach (vedi Ref.[1] pag.338 e pag.968 per una trattazione in dettaglio di
queste evidenze sperimentali) & necessario associare ad un elettrone (ed in generale ad
ogni particella) un momento angolare intrinseco, diverso da quello orbitale, e senza analogo
classico, che si chiama spin.

L’operatore di spin S soddisfa le seguenti proprieta:

e l'operatore di spin S & un momento angolare. Questo significa che le sue tre compo-
nenti sono osservabili che soddisfano le seguenti regole di commutazione:

[S.,8,] =ihS. [S,,58.] =ihS, [S.,8,]=ihS, (5.1)

e L’operatore di spin agisce in uno spazio nuovo, lo spazio degli stati di spin &s, nel
quale S? ed S, costituiscono un set completo di osservabili che commutano. Quindi
gli stati |s,m), autostati simultanei di S? ed S, formano una base in Es:

s(s + 1)h%|s,m) (5.2)
) = mh|s,m) (5.3)

Ny

Sappiamo dalla teoria sul momento angolare che s deve essere un intero od un sem-
intero e che m prende tutti i valori tra —s e +s a passi di un’unita. Ogni particella &
dunque caretterizzata da un ben preciso valore di s e si dice che questa particella ha
spin s. Lo spazio degli stati di spin £s € quindi sempre uno spazio finito-dimensionale
di dimensione 2s + 1, e tutti gli stati di spin sono autovettori di S? con lo stesso
autovalore s(s + 1)h2.

e Lo spazio degli stati di una particella & quindi il prodotto tensoriale di £s e &, dove
quest’ultimo & lo spazio degli stati orbitale. Tutte le osservabili di spin commutano
con tutte le osservabili orbitali.

33
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2. Brevi Richiami di Teoria su Particelle a spin 1/2, e formule utili

Da ora in poi ci concentreremo su particelle di spin 1/2 come elettrone o come un atomo
di argento, che ¢ una sostanza paramagnetica e neutra (cio¢ il numero di cariche positive
¢ uguale al numero di cariche negative). In questo caso lo spazio £s ¢ bidimensionale.
Consideriamo come base i due stati |[+) e |—) che soddisfano:

S?)+) 3/4h%|+) (5.4)
S.£) = +£1/2h|+) (5.5)

con

[+ + =) (=] =T

E da notare che S, da solo costituisce un set completo di osservabili che commutano.
Infatti un generico stato di £s puo essere espresso come:

X) = al+) + B=) a,peC

Tutti gli stati di £s sono autostati di S2 con lo stesso autovalore 3/4h?, e questo fa si che
S? & proporzionale all’operatore identita in £s. Poiche S ¢ un momento angolare possiede
tutte le proprieta del momento angolare, in particolare & possibile definire gli operatori di
scala:

Sy =8, +iS, (5.6)

che agiscono nel modo seguente:
Sil+) = 0 Sil=) = hl+) (5.7)
S-[+) = hl-) S5 [-)=0 (5-8)

Nella base {|+),|—)} le matrici che rappresentano gli operatori Sy, S, 5. sono:

h(fo 1 h(f0 —i A1 0
s=3(Vo) s=3(iv) s=3(0 &) o

dove ovviamente S, ¢ diagonale.

Per quanto riguarda S, = S-n, ciot la proiezione dello spin S lungo una direzione generica
nello spazio definita dal versore n e caratterizzata in coordinate polari dagli angoli 6 e ¢,
la corrispondente rappresentazione matriciale é:

. . . h cosf  sinfe ®
Sy, = Sysinfcos ¢+ Sy sinfsingp + S, cosf = B ( infei®  —cos ) (5.10)
Nella stessa base, si puo scrivere la rappresentazione matriciale di S come
~ R
S=_¢ (5.11)
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indicando con o l'insieme delle tre matrici di Pauli:

e (00) e (V) (3 0) e

Per le proprieta delle matrici di Pauli vedi Ref.[1] pag.973.

Gli autovettori di S, S'y, S, in termini degli autovettori di S. sono rispettivamente:

[$)e = [Set) = THH £ (5.13)
£y = |SF) = 75[\+> +i|-)] (5.14)
[++)n = |Sp+) = cos ge*i¢/2|+> + sin gei¢/2|—> (5.15)
[-)n = |Sn—) = —sin geﬂ'd’/zH—) + cos gei¢/2|—> (5.16)

3. Sistema di 2 particelle di spin 1/2. Esercizio Esame 20-2-2003. Un sistema
composto da due particelle distinguibili, entrambe di spin 1/2, si trova nello stato:

Sl=+=zl--)

1|++>+
2 2

V2
dove | ++) = |14). |24). rappresenta lo stato in cui sia la particella 1 che la particella 2
hanno proiezione dello spin up lungo l’asse delle z, ed analogamente: |—+) = |1-), [24).;
| = =) =[1-)2 |2—)=. .

a) Se si fa una misura simultanea di Si, e S, cioe della proiezione dello spin lungo I’asse
delle y per la particella 1 e della proiezione dello spin lungo ’asse delle z per la particella
2, qual e la probabilita di ottenere +% per entrambe le particelle 7

W) =

b) Se si misura So., qual & la probabilita di ottenere —% ?

In questo esercizio si fard uso del fatto che per una particella di spin 3 1 gli autostati di
S, e S si possono esprimere in funzione degli autostati di S. come:

[£)e = [Set) = )£ -]

\[[H

)y = ISyi>:ﬁ[|+>ii\—>]

a) Per ottenere —|—% misurando Sty e Sa, il sistema deve essere nello stato:

1
) = [14)y[24) = —=[1+) +i[1-)]2+) = —=[| + +) +i| —
|®) byl \/5[ ) 112+4) = \[[ | —=+)]
Quindi la probabilita richiesta e:
1 1 1 3
P=[@U)f =|—F= (—=—iz) =2
(@I = |55 (5 —ip)f = ¢
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b) Si ottiene —% misurando Sy, se il sistema & in uno di questi due stati:

|P1)

1H)2=)e = [ +4) =+ )]

* |®2) = [1-)[2—)e = *QH -+ ===
Quindi la probabilita richiesta e:

Notare che si sommano le
probabilitad visto che si
tratta di un caso in cui si
ha degenerazione.

P=Pi+P = [(&1|¥)]" +[(P2|W)
11, 1
P = —_— T = =
1 lﬂﬁ' 1

11 i, 1

P, = |— (e Pl

2 \/5(2+2)| 1

In definitiva P = %

4. Esercizio Esame 3-12-2002. Un fascio di particelle di spin 1/2 (diretto lungo 1’asse
delle y) esce da un apparato Stern-Gerlach (con il campo magnetico diretto lungo I'asse z)
nello stato di spin |o,+). Questo fascio viene poi inviato verso un analogo apparato che
ha il campo magnetico orientato verso una direzione n perpendicolare all’asse delle y ma
che forma un angolo « rispetto all’asse z. Determinare i numeri relativi di particelle che
compaiono nei due fasci che escono fuori dal secondo apparato.

Suggerimento: determinare le proiezioni su |o,+) degli autostati di o, nel formalismo delle
matrici di Pauli.

L’operatore di spin lungo una generica direzione: n = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ) &
dato da:

cos 0 sin fe

0n = 0zsinfcos¢ + o, sinfsing + o, cosd = . ;
" ¥ o+ oy ¢+o- sinfe’®  —cosf

Calcoliamo le autofunzioni e gli autovalori di o, cioé risolviamo il problema:

cos 0 sin fe " a a
sinfe’®  —cosf b b

Da A2 —cos? § —sin? # = 0 si ottiene come ci si aspettava A = £1. Risolvendo il sistema
per A = 1 abbiamo:

)
é_ewsmg
- 8
2

a COSs

e dalla normalizzazione si ricava,

a=cosy b=e"sin -

cid 2
b 54 In definitiva si ottiene:

Confronta quanto abbiamo ricavato con

le formule date precedentemente. 0 —1¢ 3., O
cos 2 —e *?sin g
R R e

2
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Nel nostro caso ¢ = 0,0 = a, quindi

_ _ cos § oy oy —sin §
[ =lowt) = =)=
e quindi:
(on + |2+) = COS% (on — |z+) = — sin%

Il rapporto tra il numero di particelle che compare nei due fasci che escono fuori dal
secondo apparato e:

R = cotg %

5. Esercizio Esame 5-9-2002. Un fascio di atomi d’argento emerge con velocita v diretta
lungo l’asse ¢ con spin up lungo ’asse Z da un apparato Stern-Gerlach, come in figura. 11
fascio entra quindi in una regione di lunghezza L dove esiste un campo magnetico uniforme
By diretto lungo ’asse del fascio. Dopo di cié il fascio entra in un altro apparato S-G
identico al primo. Descrivere cosa si osserva all’uscita del secondo S-G, esprimendo le
intensitd relative dei fasci risultanti in termini dei dati del problema.

Suggerimenti: Il momento magnetico dell’atomo Ag coincide essenzialmente con quello
dell’elettrone di valenza disaccoppiato, p = — = s, dove s = %a é lo spin dell’elettrone e
o sono le matrici di Pauli. Si ricordi altresi che vale la relazione

oy

e = cos() + isin(a) oy.

s o y

17
v A

. . . 1
Il sistema esce dal primo apparato Stern-Gerlach in uno stato |to) = |S.+) = 0
Sul sistema agisce per un tempo t = % I’'Hamiltoniana:
h
H=-p-B= %Boay
con v = -%. Quindi lo stato del sistema all’uscita del secondo Stern-Gerlach e:
_if i 1 1 1
[ty =e 7" t) =e i3 Botoy = cos(lBot) - isin(lBot)ay =
2 0 2 0
. Y 1 s 0
= cos(zBot) g + sm(2Bot) 1
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cont = % Di conseguenza all’uscita del secondo Stern-Gerlach il fascio verra diviso in
due fasci rispettivamente di intensita I+ = I cos%%) eI = Ipsin®( A’ggL ), dove I

¢ lintensita del fascio entrante. Quindi il rapporto delle intensita richiesto dall’esercizio
e:

’}/BoL
2v

I
= = cotg?(

i )

6. Esercizio Esame 20-2-2003. Una particella di spin s = % e momento magnetico p = s
si muove lungo 'asse delle y attraverso un campo magnetico B = Bé,. Al tempo t =0 lo
stato del sistema & dato da [¥(t = 0)) = |+) = |z, +)

a) Esprimere lo stato del sistema |¥(?)) ad ogni istante nella base degli autostati |+), di
S..

b) Esprimere i valori medi delle osservabili S, S'y, S, in funzione del tempo.
Sul sistema agisce I’Hamiltoniana:
H=—-p-B=—yBS,
Nella rappresentazione di Pauli:

h A0 —i
H==Bgoy==0B5 i

Considerando l'operatore di evoluzione temporale:
— 1At i Bt
Ult)y=e »7" =¢"'27"

e lavorando in maniera del tutto analoga all’esercizio precedente si trova che lo stato
del sistema al tempo t &:

_ Y i
[P () = cos(§Bt)|z, +)— s1n(§Bt)|z7 =)

Poniamo per semplicita di calcolo av = 7 Bt. I valori medi richiesti dall’esercizio sono

rispettivamente:
4 h . 1 0 cos o h h
(Sz)e = (cosa, —sina) o Csina = 3 c0s(2a) = 5 cos(yBt)
4 ho. N
(Sz)t = ~3 sin(yBt) (Sy)t =0

L’ultimo risultato si ottiene notando che poiché [S’y, H] =0, Sy si conserva e quindi:

h 0 —i 1
1,0) 0 =0

(S = (8)imo = (5, HS) 2 +) = 5(1LO)



Capitolo 6

Atomo di Idrogeno

1. Stima delle dimensioni e dell’energia dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno per
mezzo delle relazioni di indeterminazione.

Seguird prima il ragionamento di Ref.[1] pag. 47. Il potenziale dell’atomo di idrogeno
e:
P o1 o2

Vi(r) =

dmeg T r

2
avendo posto e? = The
Supponiamo che l’elettrone sia descritto da una funzione d’onda a simmetria sferica
caratterizzata da un valore ben preciso di r che indichiamo con ro. Allora possiamo

dire che il valore medio di V' & approssimativamente:
VY~ ——
V)~ -5

cioé una quantita che decresce al decrescere di 9. D’altra parte se ’elettrone & confinato
in una regione di dimensione lineare ro allora I'incertezza in p & dp ~ h/ro; quindi il
valore medio dell’energia cinetica é:

(6p)* _ h?
2m  2mr3

(T) ~

che & una quantita che cresce al decrescere di r¢. In definitiva si ha che il valore medio
dell’hamiltoniana ¢ la seguente funzione di ro:
&2 h?

Blro) = (H) ~ =5 4 5
0

Vogliamo trovare il valore di ro che minimizza ’energia E(r¢). Annullando la derivata

prima si trova:
2

=ao=052-10"""m

To =
me?2

dove ao ¢ il raggio di Bohr.

me
Emin = ——— = —13.6 eV
2h2 3.6 ¢

39
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Che & proprio il valore esatto dell’energia del ground state, ma questa & solo una
coincidenza, infatti se si fanno le cose piu in dettaglio per valutare

) = 5= () — ()

si trova una stima nettamente peggiore (e si comprende meglio il tipo di approssimazioni
fatte e la loro validita) Si assume:

quindi
(62)* = (%) (dy)* = (") (62)" = (£%)
(0px)* = (p2) (9p)* = (By) (9p=)* = (p)
Di conseguenza, per i due valori medi che compaiono nella eq.6.1 abbiamo rispettiva-
mente:

(B°) = (o) + (p2) + (P2) ~ 3(p2) = 3(0ps)’
<E>~ 1 N 1
P T VB(6)
Si ottiene quindi
. 3 | 3 R s 1
WH) = g (P2)" — ¢ V3(w) ~ m 022 ¢ V3(oa)

dove si & fatto uso delle relazioni di indeterminazione (0x)(dpz) > h/2. In definitiva,
ponendo (dx) = 79, la funzione di ro che si ottiene &:

A e? 3h2
E =(H) ~ — —
(ro) = (H) V3rg 8mr?

che ¢ leggermente diversa da quella trovata precedentemente e che da come risultato

2 me?

2. Richiami di Teoria: risoluzione dell’equazione differenziale per ’atomo di idrogeno.

Il moto di una particella in un campo centrale & espresso dall’hamiltoniano:

N pP? R
H = o + V(R)

dove V (r) & un potenziale centrale, ovvero isotropo nello spazio e dipendente solo dalla

distanza r da un punto fisso detto centro del campo di forze.

Per le caratteristiche del potenziale, H risulta un hamiltoniano invariante per rotazione

e quindi conviene studiare il problema considerando ’equazione di Schrédinger in co-

ordinate sferiche.

Inoltre si pué far vedere che si hanno le seguenti relazioni di commutazione con il

momento angolare:
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[H,L?|=0 [H,L.]=0 [L* L.]=0
NelAcaso, quindi, di un generico potenziale centrale & opportuno cercare le autofunzioni
di H nella classe di funzioni della forma:

Waa(r,0,6) = Rua ()Y (0,0) = "Dy, 9)

Sostituendo questa forma funzionale nell’equazione di Schrédinger ed utilizzando 1'e-
spressione del laplaciano in coordinate sferiche, si ottiene che u(r) deve soddisfare la
seguente equazione differenziale:

2 l(l+1) 2
(i+1)  2m

[ = S+ 2R E - V)u(r) =0

con le condizioni:

u(0)=0 e /000 lu(r)|*dr =1

Nel caso particolare dell’atomo di idrogeno 1’equazione differenziale diventa:

[di_Z(Hl) 2m Ze®
dr? r2 h " ameor

nota ai matematici come equazione di Laguerre e le cui soluzioni sono, appunto, le
funzioni di Laguerre. Ad esempio

Un=1,1=0(r") = 2(@0)7%7'67%
e quindi lo stato fondamentale dell’atomo di idrogeno ¢ dato da:

3 T

Vg.s.(r,0,0) = Rn—1,-0(r) Y2577, Ri,0(r) =2(ao) 2e @0

3. Esercizio Esame 28-7-2001. Sia un atomo di idrogeno nello stato fondamentale. Cal-
colare la probabilita che I’elettrone si trovi ad una distanza dal nucleo maggiore del raggio
classico.

Classicamente I'elettrone si troverebbe ad una distanza rciass = 3757 = @o (si @ fatto
g.s.

uso di Ey.s. = —%. Quindi la probabilita richiesta e:

oo o
P(r > Tciass) = / \R%O(r)|r2dr = 4a0_3/ e a0 r’dr

ao ao

Si ottiene:
P(r > reass) = 5e 2

facendo uso della relazione:
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4. Esercizio Esame 3-4-2002. Calcolare la dispersione dell’energia potenziale per un atomo
di idrogeno nello stato fondamentale. Come la dispersione dell’energia potenziale ¢ legata
alla dispersione dell’energia cinetica?

L’hamiltoniano del sistema si puo scrivere come H =T + V. Calcoliamo i valori medi
per gli operatori energia cinetica ed energia potenziale:

(I)=(H-V)=(H) - (V)=E~(V)

(T%) = ((H = V)*) = (H*) + (V*) = (HV) = (VH) = E* +- (V*) = 2E(V)
Nell’'ultima uguaglianza si deve fare attenzione al fatto che H e V non commutano
ma...

(HV) = (0| HV |9ho) = Eo(sbo|V |1b0)

Quindi la dispersione dell’energia cinetica assume l’espressione:

(6T)* = (T%) — (1) = (V*) = (V) = (sV)?

Basta, quindi, valutare (V) e (V?) per avere sia (6V)? che (6T)2.
Lo stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno & rappresentato dalla funzione d’onda:

r

Yg.s.(1,0,0) = Ruc1,mo(r)Yi75°,  dove Rio(r) = 2(ao) e @

2

con autovalore dell’energia per lo stato fondamentale pari a Egs = —;TU

Quindi possiamo cosi calcolare i valori medi (V) e (V?):

. +oo 2 -
)= [ et patan) e E Py = -
0 T ao
e analogamente
“+o0 4 64
W) = [ S ) R A =28,
0 ag

Si ottiene percié :

5. Esercizio Esame 11-7-2002. Si consideri il moto di un elettrone (massa m e carica e)
in un potenziale centrale del tipo (detto potenziale di Yukawa):

2
V(r)= —67 exp (—Ar) A>0

Scrivere ’equazione di Schrédinger non dipendente dal tempo per la parte radiale e mostrare
che essa ha le stesse soluzioni asintotiche (cioé per r — 0 e per r — 00) dell’equazione ra-
diale dell’atomo di idrogeno. Determinare i livelli energetici e le corrispettive autofunzioni
al primo ordine in .
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Nel caso di un generico potenziale centrale con V(r) — 0 per r — oo, le autofunzioni
degli stati legati si ottengono per EF < 0 e sono della forma:

\I,n'ml (7’, 97 ¢) = Rnl (T)Ylm (97 ¢) = u%(r)ylm (97 ¢)

ivale ad dove u(r) soddisfa:
rifugo,
= 0.
d? (1+1)  2m
s - S 2 E - v)u) = 0
u(0) =0
| lutrar=1 6.1)
0
Per r — 0, si ha exp (—Ar) — 1, e quindi V(r) si comporta come V(7)at. idrogeno = —%
e quindi ha la stessa soluzione asintotica dell’atomo di idrogeno, cioe u(r) ~ r'*l,
R(r) ~ 1.

Per r — o0, V(r) — 0 e quindi anche in questo caso la soluzione asintotica della nostra
equazione radiale ¢ la stessa di quella dell’atomo di idrogeno.
Al primo ordine in A abbiamo:

2

Vir)~ —67 +e%)

quindi le autofunzioni del nostro sistema sono le stesse dell’atomo di idrogeno con
energie:
En _ Egt.idrogeno + 62A

6. Esercizio Esame 11-6-2002. Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi all’inter-
no di una sfera di raggio ro, cioé & soggetta ad un potenziale del tipo V(r) =0 per r < 1o
e V(r) = +oo per r > ro (una buca di potenziale sferica infinita).
Scrivere ’equazione differenziale che determina le autofunzioni e le autoenergie della par-
ticella e trovare le soluzioni con momento angolare nullo (1=0).

Nel caso di potenziale centrale le autofunzioni sono del tipo :
m UnI\T m
Wt (1,6,0) = Rus()¥" (6,6) = "7y 6, )

dove u(r) soddisfa ’equazione radiale

G~ N ) = 62)

con le condizioni
u(0) =0

u(r) =0 perr>ro

/OTO lu(r)Pdr = 1 (6.3)
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Si chiede di risolvere I’equazione radiale per [ = 0

2
[W + ?mE]u(r) =0 per 7 <m0

le cui soluzioni sono (per analogia a quelle di una buca di potenziale a pareti infinite):

2 . nar
Un,=0(r) =4/ —sin—  per r<ro
To To

e quindi
1 . nnr
n—— per r<ro

1
—si
\2Trg T T0

’ll}noo('l', 07 ¢) =
con autovalori dell’energia

h2r2n?
E, =

=1,2,3,....
2mré " T



Capitolo 7

Perturbazioni non dipendenti dal
tempo

1. Formule utili. Sia Hy I'hamiltoniana imperturbata del nostro sistema e V la pertur-
bazione, allora si hanno le seguenti espressioni:

H=Hy+ AV con A< 1
con R
Hol) = E[42)
HYn(N) = En(N)[tn(N)

Le correzioni ai primi ordini in A per gli autovalori e gli autostati dell’hamiltoniana
perturbata sono:

Vien |
E,(\) = EY + AV, + N2 E % + e (7.1)
k#n M k
0 on Vin
(N} = [5) + A Y 190) 5y e (7.2)
n k

k#n
dove Vi, = (02| [40) (Vedi Ref.[2] pag. 286)

2. Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto ad una perturbazione del tipo:
V(r) = Ar?. Determinare le correzioni all’energia dello stato fondamentale e degli stati
eccitati facendo uso degli operatori di creazione ed annichilazione. Confrontare i risultati
ottenuti con i risultati esatti.

Innanzitutto consideriamo il caso di un oscillatore armonico unidimensionale sogget-
to ad una perturbazione di tipo quadratico e risolviamo esattamente il problema.
L’hamiltoniana del sistema eé:

. 2 1
=2 + —mw?2? + A2?
2m 2

45
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e, riscalando opportunamento il parametro A, ’hamiltoniana si pué scrivere come:

2
2 p 1 2 ~2
H=—+4-mw" A+ 1)z

2m 2 ( )

H & esattamente risolvibile, perche si tratta di un oscillatore armonico unidimensionale
con una diversa costante elastica della molla, ovvero i nuovi livelli energetici sono:

2

1 ’ 1 1 AA
E,=(n+ i)hw =(n+ g)hw\/)\Jr 1=(n+ §)hw[1 + 5§ + ...

Usando, invece, la teoria delle perturbazioni e ricordando le seguenti espressioni per gli
operatori di creazione e di annichilazione

afln> = Vn+ln+1>
an> = Vnln—-1>

P (@* + (") +aa' +a'a)
2mw

2

si ottengono i seguenti elementi di matrice per la perturbazione W = %mw &2

(nlWin) = 2 (n + 3)ho

(n+2Wn) = ~[(n+1)(n + 2)]* hw

N

(n— 2[W|n) = i[n(n )Rk

e quindi, in perfetto accordo con i risultati esatti:

_ o 2 Wil P AN
En(N) = Ep + AW + X7 ) o g0 e = )hw[1+ + ..
k#n " Tk 8

Analogamente ¢ interessante considerare i potenziali perturbativi del tipo: V(z) = Az
e V(z) = Az Vi sono vari casi fisici in cui la perturbazione ha una di queste due
forme. Per il primo potenziale & anche possibile confrontare i risultati approssimati
con quelli esatti (Vedi Ref. [1] pag.1110).

3. Un oscillatore armonico unidimensionale sia sottoposto ad una piccola perturbazione della
forma V(z) = ax® + Bz*. Determinare le correzioni all’energia dello stato fondamentale al
primo ordine nella perturbazione usando le funzioni d’onda. ( Si possono anche calcolare le
correzioni agli stati eccitati ma diventa complicato fare gli integrali. In quel caso conviene
usare il metodo operatoriale).
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Lo stato fondamentale dell’oscillatore armonico unidimensionale & descritto dalla fun-
zione d’onda

con autovalore Fy = %hw tale che [1h0) = Eol|1po) La correzione all’energia dello stato
fondamentale al primo ordine nella perturbazione e data percié da:

. —+o0 2
B§) = (ol Vo) = [ dalw(@) (s + 00t) = 35

47 m2w?

Analogamente, usando gli operatori di creazione ed annichilazione, si ha:

E = Eo + A(0]2°]0) + 5(0|2"|0)

2 hoo e g
z 72mw(a + (@' +aa' +a'a)
e si ottiene
(0|12°10) =0
.4 2242 h .2 3
(01410) = (01#%%10) = 51— (0} |[V2I2) + [0)] = 5 5
e quindi
3 K2
E=E - ——
o+ 4 m2w?

4. Esercizio Esame 28-1-2002. Una particella si trova nello stato fondamentale di un
oscillatore armonico unidimensionale. La particella sia sottoposta ad una piccola pertur-
bazione della forma V(z) = Az. Determinare al primo ordine nella perturbazione come
cambia per effetto di V' lo scarto quadratico medio delle posizione della particella.

Sia H = Hy + AV e consideriamo le espressioni al primo ordine per gli autostati
dell’oscillatore armonico unidimensionale sottoposto alla perturbazione V (z) = Ax:

) =n) + A |/c°>E0 25
k#n n
ed in particolare,
Vio
0) = [0%) + XD |k°>ﬂ + e
k20 0 k
Inoltre abbiamo che 5
B = 22 + khw
(0) hw
B — X
0 2

da cui si ottiene, usando le solite espressioni per gli operatori di creazione e di annichi-
lazione,
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- h
KV = 4/ b

#\ﬂ)

V2mhw?

Per ’hamiltoniana imperturbata lo scarto quadratico medio della posizione della par-
ticella, come abbiamo gia visto, & dato da:

e quindi
0) =10%) — A

<n’|zn®> = 0
022(,0 _ 1. h
<n’|z°n” > = (n+2)mw
1, h
(o)p0 = <n’ld’In’ > - <n’leln” >*= (n+ 5) -
1 h
5x)2 = =——
(0z)o 2 mw
Per ’hamiltoniana perturbata, invece, si ottiene
7 L 0 A 0 1 0 -
< 0£10 >= 0% = \—= (1911 & 10°) — A" |1%)] =
== 0= g U I = A s =
1 ; 1 1 h 3 1 h
0122(0 >= [(0°] A (1°]] 22 [J0%) A [19)] = = 4222 _h
<o == 1] \/W< o 107 \/W| ) 2mw+ 2 2mhw3 mw
e quindi
h 1 1
§1)2 = - — — = )\2
(8x)p o A Rt

5. Esercizio Esame 11-7-2002. Dato un pendolo semplice di lunghezza ¢ e massa m, si
indichi con # ’angolo da esso formato rispetto alla verticale.
a) Scrivere 'Hamiltoniana H del sistema e sviluppare il potenziale V' (#) in serie di potenze
di 6.
b) Calcolare le autoenergie di Hy, 'Hamiltoniana che si ottiene da H arrestandosi al
termine in 62.
c¢) Calcolare, con il metodo perturbativo al primo ordine, la correzione all’energia dello
stato fondamentale di Hy che si ottiene quando si considera anche il termine successivo
dello sviluppo di V/(6), ciog il termine in §%.

Il potenziale e’ :
0> 0
= — ~ — 1—— —
V() mgl cos@ mgl ( 5 + 2 +..)

Quindi

H = 2 1ve

2 92 94
Hy = ——mgl—i—mgl?, H1:Hg—mglﬂ
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Ponendo z = 10 otteniamo:

2
_r _ 1.9 2 g, M9 4
Hy = o mgl—|—2mlm Hy = Hy 24l3x

dove, a parte la costante —mgl, Ho € I’hamiltoniana di un oscillatore armonico con
frequenza w = \/? . Quindi gli autovalori di Hyp sono

E'g:n—i—lhw—mgl, w = g,
2

in particolare il ground state ha energia:

1. /g
EQ=-n /92—
0 zh\/? mgl

La correzione ad EJ dovuta al termine —%m‘l in Hy &

m
< \I/0| — ﬁxﬂ‘l/o >,

dove |¥y > ¢ il g.s. dell’OA. L’elemento di matrice si valuta facilmente facendo uso
degli operatori di creazione ed annichilazione e ricordando che:

fi’:

Infatti si ha:

<Wold'[Wo > = [[&%|Wo > |I?
h
= (@t )t ahw > |
h o
3 .
(505
Gli unici contributi # 0 sono quelli dovuti ai termini aa!|Wo >= ¥y > e alaf |V >=
V2|¥s >, quindi:
h2

mg .. h _
32ml?

T o483 (2mw

Ej = )2 =

6. Effetto Stark Lineare nell’atomo di Idrogeno. Si tratta di un esempio classico della
teoria delle perturbazioni nel caso di livelli degeneri.

L’effetto Stark consiste nell’applicazione di un campo elettrico uniforme e costante sugli
stati eccitati di un atomo di idrogeno.

I livelli energetici dell’atomo di idrogeno sono dati da FE, = —n—lz’;Te; e sono tutti
degeneri (tranne lo stato fondamentale) perch i numeri quantici angolari (anche grazie
alla simmetria sferica del potenziale coulombiano) variano, a paritd di energia, nel

seguente modo 0 <l <ne -l <m<I.

Se applichiamo un campo elettrico uniforme parallelo all’asse z, E = (0,0, E), questo
crea una perturbazione all’hamiltoniana dell’atomo di idrogeno con un contributo W =
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—eEz; bisogna osservare che, in base alle nostre possibilitd sperimentali, il campo
elettrico esterno € sempre piccolo tale da poter giustificare 'approccio perturbativo.

Ricordando l'azione dell’operatore 2 sugli autostati |, m) del momento angolare

5 U+ m+ D)l -m+1) ((+m)(l—m)
Z"’m>_\/ @ @ty T arnaont b

e calcolando gli elementi di matrice della perturbazione W tra gli autostati
12,0,0),(2,1,0),|2,1,1),]2,1, —1), rispettando quest’ordine, si ottiene la matrice

0 3eapEE 0 O

. 3eag 0 0 0
W= 0 0 0 0
0 0 0 0

Gli autovalori e gli autovettori di questa matrice mi danno, per la teoria delle pertur-
bazioni nel caso degenere, le correzioni ai livelli energetici (al primo ordine) del sistema
perturbato e i rispettivi autostati (all’ordine zero), che sono:

E;=0 12,1,1)

E;j =0 12,1, 1)

E = 3eao (lineare) ! [12,0,0) + |2, 1,0)

2

E§ = 3eao (lineare) [12,0,0) —]2,1,0)

S

2

7. Esercizio Esame 22-2-2002. Un rotatore rigido asimmetrico ha Hamiltoniana

g2 Jy T2
1 e TR T,—=T+AT T,=T—-AT 7. =T
o7, oz, Tar, " + v

dove % << 1. Determinare al primo ordine perturbativo l’energia del primo stato

eccitato, cio¢ con J=1.

L’hamiltoniana del rotatore rigido, per poter applicare 'approccio perturbativo, deve
essere scomposta in una parte che sappiamo risolvere ed un’altra che ne rappresenta la
perturbazione.

Usando 'approssimazione H% =1 —x per x < 1 e mettendo in evidenza i termini in
comune, possiamo scrivere:

BB B2 B-iaz

H= o Tor, Tor. 21 27 1T

dove Ho & 22, mentre V = 7272 27
ove o€ o7 mentre = 27T T -




o1

Se si indicano con |j,m) gli autostati simultanei di J? ed J., si ha:

Fljm) = i+ DE|j,m)
Jz|j7 m> = mhl]v m>

Per i successivi calcoli, saranno utili le seguenti espressioni per gli operatori di scala:

Jeljm)y = m/(G—-m)G+m+1)jm+1)
J_ljm) = "/(G+m)(j—m+1)jm—1)
Jp = J. +id, Jo=J, —iJ,

Infatti, con quest’ultime espressioni, possiamo scrivere la perturbazione come:

N 1 - N
V=-Z(JF+J2)

47
Calcolando, cosi, tramite le relazioni precedenti, gli elementi di matrice tra gli stati
|7,m) con j =1em=—1,0,1, si ottiene la matrice
o o0 -2
W = 0 0 o0
B
27

Al primo ordine perturbativo, secondo la teoria delle perturbazioni nel caso degenere,
I’energia del primo stato eccitato ammette come correzioni gli autovalori della matrice
precedente, ovvero si ottiene:

R B AT

E=F*g7T

8. Esercizio Esame 3-12-2002. Un rotatore rigido planare, avente un momento di inerzia
I ed un momento di dipolo elettrico p, ruota liberamente nel piano x — y. Calcolare le
correzioni al primo ordine ed al secondo ordine ai livelli energetici del rotatore se viene
applicata una perturbazione esterna che consiste in un campo elettrico uniforme di intensita
FE diretto lungo ’'asse positivo delle x.

Suggerimento: Esprimere le funzioni d’onda del sistema in funzione dell’angolo azimutale

o.

L’hamiltoniana imperturbata del sistema & data da:

A2
~ Lz
Ho = 27,

e, in base alla teoria del momento angolare, ammette autovalori e autofunzioni date
da:




52 CAPITOLO 7. PERTURBAZIONI NON DIPENDENTI DAL TEMPO

conm=0,£1,%2, ...
Se E = E, allora il potenziale perturbativo & del tipo:

V(¢) = —p.E = —pFE cos ¢

Le correzioni ai livelli energetici sono, perci6 :

E 27 » .
ALE,, = (m|V|m) = _1;7/0 dge™ "™ cos pe'™? = 0

m [Vim)|* _ p*E*> T
—E / h2 4m?2 —1

AoEy = (m |[V|m) = Z'

Inoltre & bene osservare che, eccetto lo stato fondamentale, tutti gli altri livelli energetici
sono degeneri e quindi bisognerebbe applicare la teoria perturbativa nel caso degenere.
D’altra parte, si pud osservare che il potenziale V non accoppia gli autostati degeneri
con m uguale ed opposto, ovvero (—m|V|m) = 0. Per questo motivo non ¢’& bisogno di
tener conto della degenerazione nel calcolare le correzioni al primo e al secondo ordine
ai livelli energetici. (vedi Ref.[3] pag. 712)



Capitolo 8

Pertubazioni dipendenti dal
tempo

1. Formule utili. Un sistema fisico, descritto da un Hamiltoniano Hy di cui si conoscono
autovalori ed autovettori, si trova al tempo 0 in un autostato |i) di Hy. Se viene applicato
per un certo intervallo di tempo ¢ una perturbazione dipendente dal tempo Hy (t') = AV (¢/)
¢ possibile determinare, in maniera approssimata, la probabilita P;¢(t) che al tempo ¢ il

sistema si trovi in un autostato |f) di Hy come uno sviluppo in serie di A:
Pis(t) = (A (t) + NP (t) + .2
dove le ampiezze di transizione al primo ed al secondo ordine sono:

.t
M)y = _% / etV () dt! (8.1)
0

. t t/
D) = Y [ [Caree v e ey 62)

e si ¢ posto:
_Ef-E

W Vi) = (fIV(")]3) (8.3)

Wi
— Nel caso in cui la perturbazione & costante nel tempo, cioe V(t’ ) = V, la probabilita al
primo ordine prende la forma seguente:

. weit
Vil Sin2[<Ef - Ei)t] _ Vil sin® (257)
(Ef — E;)? 2h h2 (Win)Q

PP = V)P = (8.4)

— Nel caso in cui la perturbazione é sinusoidale con frequenza w, la probabilita al primo
ordine prende la forma seguente:

o _ |Vpif? sin® (22720
- 2

P (1) = 10 o)

if

5 — (8.5)
SN Iy
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2. Esercizio Esame 30-4-2002. Una particella carica in moto unidimensionale in una buca
infinita di larghezza L viene sottoposta ad un campo elettrico E costante ed uniforme
per un tempo T. Assumendo che prima della perturbazione la particella si trovava nello
stato fondamentale determinare al primo ordine perturbativo la probabilita di transizione

al primo stato eccitato.

Le autofunzioni e le autoenergie di una buca di potenziale a pareti infinite di larghezza

L sono date da:

) B, =

n2m2h?
2mL2

n=123,..

Siamo interessati alla transizione da ¢1(z) a ¢2(x) dovuta ad un potenziale del tipo
V = —qEZ%. La probabilita richiesta ¢ quindi data da formula (8.4):

Wy _ p gy AVa? o (B — BT
PPT) = PR(T) = (2 s s 5
con 2,2 252
2h A7°h
E1 - 2mL2 E2 - 2mlL2
e
R L 2E L 2
Var = 2[V|1) = —qE/ z¢1(z)¢2(z)dr = —% asin (%)Sin(%)dx
0 0

L’integrale si puo valutare facendo una trasformazioni di variabili ed utilizzando il

seguente risultato:

/0 " ysin®(y) cos(y)dy

16¢EL
9n2 -

e si ottiene Va3

3. Esercizio Esame 8-6-2001.
precedente), con

4

9

Un rotatore rigido planare (cio¢ in 2D) (vedi capitolo

_ L

H, = =2
07 o7

e sottoposto per un tempo 7" ad una perturbazione V = V cos¢ dove ¢ & ’angolo azimutale

nel piano x —y. Supposto che a ¢

L

ﬁ(\m > +|—m >)

= 0 il rotatore sia nello stato |¥y >=

calcolare al primo ordine perturbativo la probabilita di transizione allo stato fondamentale.

Le autofunzioni u.,,(¢) = (¢|m) e le autoenergie di un rotatore rigido planare sono
quelle date nel capitolo precedente. Siamo interessati alla probabilitd di transizione

dallo stato iniziale |¥y >= %(\m > +| — m >) allo stato finale |0 > dovuta ad una

perturbazione costante nel tempo del tipo V = V; cos¢. La probabilita richiesta &

quindi data da formula (8.4):

1)
Py

(1) =

A Vpl?
(Ey — Ei)?

Ef — E)T

sin2[( 5 ]




%)

con

h2m?
By = Ei=—=p
e 2
Var = OV1%0) =V [ us(@) cos Wo(e)do
0
dove i
' = —F—=|Um + U—m
o(¢) \/5[ (¢) (0)]
Risolvendo gli integrali si ottiene:
1%
Vo1 = 70[5771,—1 + Om, 41+ O—m,—1 + O—m,+1]

2v2

In conclusione la probabilita di transizione € diversa da zero solo nel caso in cui m = 1
oppure m = —1 ed & uguale a:

_ 8VFI? T

1) 2l
P (T) i sin (41)

if

4. Esercizio Esame 3-12-2002. Un sistema quantico a tre livelli (E; =0 eV, E; = 30 eV,
E5 =50 eV) nello stato fondamentale a t = 0, viene irradiato da radiazioni e.m. di energia
E., = 30 eV per un tempo 7. Si chiede quale deve essere il tempo 7" minimo affinche la
probabilita di eccitare il livello di energia Ej5 sia trascurabile.

Nel caso in cui il sistema viene irradiato da una radiazione e.m. con frequenza w per
un tempo T la probabilita di transizione al primo ordine prende la forma data dalla
eq. (8.5):
. (wp;—w)t
Vgl sin? (FE)
T 4R2 wpi—wy2
(=5)

PPt =1V @)

Dato che E, = E3 — E; la radiazione induce principalmente transizioni dal primo al
secondo livello. Infatti la distribuzione di probabilita PZ.(; ) (T) vista come una funzione
di wy; € una curva piccata a wy; = w. La larghezza della curva dipende da T' per cui
se T non & abbastanza grande allora & possibile che la radiazione induca transizioni dal
primo al terzo livello. Una stima del tempo minimo si puo ottenere valutando dove
la probabilita di transizione dal primo al terzo livello Pl(:?(T) ha il primo minimo. In
questo modo si ottiene la relazione:

w31 — W

2 t=m dove w31 = w3 — w1

e quindi il tempo minimo eé:

2mh —16
t=——"—7 ~2,06-10 "sec
(Es — E1) — B,
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Capitolo 9

Metodi Variazionali

1. Generalita I metodi variazionali permettono di determinare in modo approssimato en-
ergia ed autofunzioni dello stato fondamentale e si basano sul fatto che ’energia media in
un generico stato del sistema e sempre maggiore o uguale all’energia del ground state. Il
metodo consiste dunque nello scegliere in maniera opportuna una funzione d’onda normal-
izzata e dipendente da uno o pitt parametri e minimizzare il valore medio dell’Hamiltoniana
rispetto ai parametri.

2. Esercizio Esame 5-9-2002. Una particella di massa m si trova in un potenziale unidi-
mensionale

Viz) = Laa? perz >0

{ oo perzxz<0
2

Valutare I'energia dello stato fondamentale col metodo variazionale.

Per applicare il metodo variazionale, bisogna prima scegliere la classe delle funzioni di
prova rispetto alle quali si calcola la variazione del valor medio dell’hamiltoniana in
funzione di un parametro continuo « .
Il potenziale é:

Viz) = 12;2 per z < 0

5 per z > 0

e quindi si pué ipotizzare che le autofunzioni dell’hamiltoniana corrispondente a questo
potenziale siano le autofunzioni dell’oscillatore armonico con la condizione di avere un
nodo in x=0 (vedi condizioni di matching). In particolare lo stato pit basso corrispon-
dera al primo stato eccitato dell’oscillatore armonico unidimensionale.
Consideriamo, allora, la seguente classe di funzioni di prova:

2

Y(x) = Bre 7 |

Normalizzando questa funzione d’onda si ottiene:

oo oo i B2
1= [Tt = [T et =5 T

o7
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Calcoliamo i valor medi dell’energia potenziale e dell’energia cinetica tra questi stati
cosi normalizzati:

5

_ oo o0 1 1
0= @) = [ Ul@Pde = | Sl de = jaB]vra”]
0 0
e analogamente per ’energia cinetica

2 o] 22 o] 232
T = (Y|T|Y) = Qh—m/o |d¢ 2dx = Bh /0 (1 fa2x2)efazzdx = iBmh \/Eof%

dx 2m 16
e quindi
3.1 K
E =—la— + —
(a) 4[aa + ma}

il cui minimo, ottenuto annullando la derivata prima di E(«), si ha in corrispondenza di
a = /%% Quindi, 'energia dello stato fondamentale, ottenuta col metodo variazionale,
é data da:

%) B(a) = gh\/g

Cosa ti ricorda questa
quantitd ? E perché ?

3. Esercizio Esame 16-6-2003. Determinare ’energia approssimata dello stato fondamen-
tale di un oscillatore armonico bidimensionale di massa m e frequenza w usando il metodo

variazionale e come funzione di prova la funzione: ¥(r) = \/ga - e~ con « variabile,

r= V.

Confrontare il risultato ottenuto con il valore esatto dell’energia dello stato fondamentale.

Innanzitutto si verifica immediatamente la corretta normalizzazione di U(r):

oo 27 oo
2 _ 2 4.
/0 rdr/o do ¥ (r)|” = 277/0 r|(r)|*dr =

= 4a2/ re 2"dr =1
0

dove l'integrale € stato risolto per parti.
I valori medi dell’energia cinetica e dell’energia potenziale se il sistema € descritto dalla
funzione d’onda ¥(r) sono rispettivamente:

2

K <YKV >= s /00 |i\1l(r)|227rrdr = h—a2
2m J, dr 2m

U

1 o [ 5 2 3 o1
<UUI¥ >= 5w /0 ro|U(r)| 2nrdr = 1 s

dove gli integrali sono stati valutati al solito per parti. A questo punto ’energia del
sistema in funzione di « &:
12 3 51
2

E(a) = %o; + il



e 'energia minima

Emin = \/ghw

3m2e? )% Il valore che abbiamo ottenuto Ep,in ~ 1.2hw & di poco

2 a2
pit grande del valore esatto Aw.

si ottiene per a = (

29
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Appendice A

A.1 Costanti Utili

h=1.054-10"3* Costante di Planck
c=12.998-10%m/s Velocita della luce nel vuoto

g = —1.602-10~?Coulomb Carica dell’elettrone

me =9.1-10"3 Kg Massa dell’elettrone

M, = M, = 1.67- 107%"Kg Massa del protone e del neutrone
a= # Costante di struttura fine

ag = 0.529 Angstrom Raggio di Bohr

A.2 Fattori di Conversione

1 Angstrom = 107%m
1 Fermi = 10""®m
1 eV =1.602-10"YJoule

A.3 Formule Utili

61
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